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Abstrakt
Pra´ce se zaby´va´ kontaktn´ım proble´mem pruzˇny´ch teˇles, rˇesˇene´m pomoc´ı metody
konecˇny´ch prvk˚u (MKP). Popisuje matematicky´ za´klad proble´mu, metodu konecˇ-
ny´ch prvk˚u a jej´ı aplikaci na proble´m a na´slednou implementaci v programove´m
prostrˇed´ı MATLAB. Pra´ce se zameˇrˇuje na vhodnou realizaci u´lohy ve formeˇ skriptu
a oveˇrˇen´ı jeho funkcˇnosti. Na za´veˇr jsou uvedeny vy´sledky z´ıskane´ ze skriptu a take´
jeho mozˇne´ zkvalitneˇn´ı a dalˇs´ı u´pravy vedouc´ı k zlepsˇen´ı chova´n´ı metody.
Kl´ıcˇova´ slova : pruzˇnost, metoda konecˇny´ch prvk˚u, MKP, Galerkinova
metoda, MATLAB
Abstract
This thesis deals with contakt problem of elastic bodies, two or more, solved by finite
element method (FEM). It describes mathematical priciples of contact problem,
finite element method algorithm and it’s implementation in MathWorks Matlab.
The paper focuses on creating the application, which would be able to solve the
problem efficiently and correctly. In counclusion paper presents outcomes of several
tests and contains some improvements as a suggestion for the future research.
Keywords : elasticity, finite element method, FEM, Galerkin method,
MATLAB
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U´vod
V dnesˇn´ı dobeˇ, ve ktere´ se technologie kazˇdy´m dnem vyv´ıjej´ı lezˇ´ı na firma´ch po
cele´m sveˇteˇ velice teˇzˇky´ u´kol. Pokud chteˇj´ı udrzˇet krok s konkurenc´ı, mus´ı sta´le
zlepsˇovat sve´ produkty a nab´ızet nove´ a lepsˇ´ı funkce. Za´sadn´ı proble´m vsˇak nasta´va´,
pokud je postup vy´roby onoho produktu na´kladny´. Jako demonstrativn´ı prˇ´ıklad
mu˚zˇe by´t uveden naprˇ´ıklad automobilovy´ pr˚umysl. Zda´lo by se, zˇe v testova´n´ı urcˇite´
soucˇa´stky do nove´ho automobilu nebude prˇ´ıliˇs na´kladne´, ovsˇem opak je pravdou.
Na zmı´neˇnou soucˇa´stku se mus´ı aplikovat mnoho test˚u, jaky´m je naprˇ´ıklad teplotn´ı
a deformacˇn´ı analy´za. Pokud soucˇa´stka selzˇe, vyvsta´va´ nutnost vytvorˇit novou a
znovu j´ı otestovat. Takto mu˚zˇe firma lehce prˇij´ıt o znacˇne´ mnozˇstv´ı financ´ı. Nasˇteˇst´ı
vsˇak existuje levneˇjˇs´ı varianta. Dı´ky pocˇ´ıtacˇ˚um je mozˇne´ vsˇechny potrˇebne´ testy
prove´st jesˇteˇ prˇedt´ım, nezˇ je vyrobena prvn´ı soucˇa´stka. Takove´ testova´n´ı je nazva´no
simulacˇn´ı.
Za´kladem takovy´ch simulac´ı je cˇasto metoda konecˇny´ch prvk˚u, ktera´ tvorˇ´ı
za´kladn´ı stavebn´ı ka´men te´to pra´ce. Konkre´tneˇ se text te´to pra´ce bude veˇnovat
rˇesˇen´ı kontaktn´ıho proble´mu pruzˇny´ch teˇles ve 2D prostoru. Pruzˇny´m teˇlesem je v
tomto prˇ´ıpadeˇ mysˇlena obecna´ polygona´ln´ı oblast s urcˇity´mi fyzika´ln´ımi vlastnostmi.
Kontaktn´ı proble´m pak spocˇ´ıva´ ve zjiˇst’ova´n´ı chova´n´ı neˇkolika oblast´ı, ktere´ na sebe
prˇi zat´ızˇen´ı vneˇjˇs´ımi silami p˚usob´ı, cˇ´ımzˇ docha´z´ı k posuv˚um a deformac´ım v obou
teˇlesech.
Text te´to pra´ce je cˇleneˇn do kapitol tak, aby postihl vsˇechny u´hly pohledu na
rˇesˇenou u´lohu. Nejdrˇ´ıve bude v Kapitole 1 podrobneˇ popsa´na matematicka´ teorie,
ktera´ se skry´va´ za te´matem tohoto textu. Soucˇa´st´ı te´to cˇa´sti bude zejme´na popis
vsˇech vztah˚u a jejich souvislost´ı. V Kapitole 2 bude prˇedstavena metoda konecˇ-
ny´ch prvk˚u a s t´ım spjata´ i diskretizace u´lohy na tvar, ze ktere´ho je mozˇne´ prˇej´ıt k
implementaci, ktere´ bude veˇnova´na Kapitola 3. S diskretizac´ı u´lohy jde ruku v ruce
take´ diskretizace oblast´ı, prˇicˇemzˇ v te´to pra´ci se t´ım mysl´ı te´meˇrˇ vy´hradneˇ triangu-
lace na troju´heln´ıkove´ elementy. V ra´mci implementace v Kapitole 3 budou popsa´ny
nejd˚ulezˇiteˇjˇs´ı cˇa´sti algoritmu tak, aby byl cˇtena´rˇ schopny´ na za´kladeˇ teˇchto popis˚u
zmı´neˇne´ cˇa´sti sa´m implementovat. Na konci kapitoly budou vsˇechny cˇa´sti da´ny do
souvislost´ı tak, aby bylo mozˇne´ pochopit celou implementaci kontaktn´ıho proble´mu.
S t´ım samozrˇejmeˇ souvis´ı i fakt, zˇe kompletn´ı implementace je soucˇa´st´ı prˇ´ılohy k
te´to pra´ci.
Kapitola 4 bude obsahovat nejd˚ulezˇiteˇjˇs´ı cˇa´st cele´ pra´ce a to vy´sledky neˇkolika
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navrzˇeny´ch a podrobneˇ popsany´ch experiment˚u. Veˇtsˇina vy´sledk˚u bude mı´t podobu
graf˚u zobrazuj´ıc´ıch teˇlesa prˇed a po vyrˇesˇen´ı u´lohy. Soucˇa´st´ı vy´sledk˚u vsˇak bude i
graf za´vislosti cˇasove´ na´rocˇnosti na hustoteˇ s´ıteˇ oblasti, respektive oblast´ı.
Nakonec bude cela´ pra´ce shrnuta v za´veˇru, ktery´ pop´ıˇse splneˇn´ı c´ıl˚u pra´ce, ktere´
jsou postaveny na podrobne´m prozkouma´n´ı a vyrˇesˇen´ı kontaktn´ıho proble´mu. Sou-
cˇa´st´ı tohoto shrnut´ı bude i na´stin smeˇr˚u, ktery´mi by bylo mozˇne´ celou pra´ci rozsˇ´ıˇrit.
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Kapitola 1
Formulace proble´mu pruzˇnosti
U´lohou pruzˇnosti je mysˇleno rˇesˇen´ı proble´mu zat´ızˇen´ı teˇlesa s danou tuhost´ı. Rˇesˇen´ı
u´lohy vede na soustavu parcia´ln´ıch diferencia´ln´ıch rovnic. Idea´ln´ı by bylo rˇesˇen´ı
analyticke´, ktere´ by poskytlo prˇesne´ vy´sledky. Jak vsˇak bude uka´za´no, tak v praxi
analyticke´ rˇesˇen´ı veˇtsˇinou nen´ı mozˇne´ kv˚uli slozˇitosti proble´mu vypocˇ´ıtat. Proto se
k rˇesˇen´ı vyuzˇ´ıva´ numericke´ rˇesˇen´ı metodou konecˇny´ch prvk˚u, jej´ızˇ vy´sledky jsou
aproximac´ı analyticke´ho rˇesˇen´ı. Nezˇ vsˇak bude popsa´na metoda konecˇny´ch prvk˚u je
vhodne´ formulovat u´lohu pruzˇnosti.
1.1 Klasicka´ formulace
Nejprve je potrˇeba nadefinovat oblast, na ktere´ bude u´loha rˇesˇena. Meˇjme oblast
Ω, ktera´ ma´ lipschitzovskou hranici 𝜕Ω. Tedy hranici, ktera´ je loka´lneˇ popsatelna´
lipschitzovskou funkc´ı. Pojmem oblast se rozumı´ souvisla´ a omezena´ mnozˇina bod˚u
prostoru R2. Hranici 𝜕Ω mu˚zˇeme rozdeˇlit na dveˇ disjunktn´ı cˇa´sti: 𝜕Ω = 𝜕Ω𝐷∪𝜕Ω𝑁 ,
kde 𝜕Ω𝐷 je cˇa´st hranice se zadany´mi posuvy a 𝜕Ω𝑁 je cˇa´st hranice se zadany´m
napeˇt´ım.
U´loha pruzˇnosti rˇesˇena´ na oblasti Ω je popsa´na pomoc´ı za´kladn´ı podmı´nky rov-
nova´hy
𝜕𝜏𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑗
(𝑢𝑖) + 𝑓𝑖 = 0 𝑥 ∈ Ω, (1.1)
a okrajovy´ch podmı´nek
𝑢𝑖 = ̂︀𝑢𝑖, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝐷 (1.2)
𝜏𝑖𝑗𝑛𝑗 = ̂︀𝜎𝑖, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝑁 , (1.3)
kde 𝑢𝑖 jsou nezna´me´ posuvy, 𝑛𝑗 je vneˇjˇs´ı norma´la k prˇ´ıslusˇne´ cˇa´sti hranice, 𝜏𝑖𝑗 je
tenzor napjatosti a 𝑓𝑖 je s´ıla p˚usob´ıc´ı na danou oblast.
Da´le je potrˇeba uve´st neˇkolik d˚ulezˇity´ch vztah˚u. Vztah pro tenzor napjatosti
uda´va´ Hooke˚uv za´kon ve tvaru
𝜏𝑖𝑗(𝑢𝑖) = 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙𝑒𝑘𝑙(𝑢𝑖) 𝑥 ∈ Ω, (1.4)
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kde 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 je elasticky´ tenzor obsahuj´ıc´ı pouze konstanty.
Dalˇs´ım vztahem je definice Cauchyova tenzoru prˇetvorˇen´ı
𝑒𝑖𝑗 =
1
2
(︂
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗
+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖
)︂
𝑥 ∈ Ω. (1.5)
Klasicky´m rˇesˇen´ım te´to u´lohy se rozumı´ hleda´n´ı funkce 𝑢 ∈ 𝐶2(Ω) takove´, aby
vyhovovala vy´sˇe uvedeny´m vztah˚um, tedy i okrajovy´m podmı´nka´m. Toto rˇesˇen´ı se v
jednodusˇsˇ´ıch u´loha´ch da´ urcˇit prˇ´ımo. Bohuzˇel u veˇtsˇiny u´loh, ktere´ jsou rozsa´hlejˇs´ıho
charakteru nelze toto rˇesˇen´ı naj´ıt a proto se cˇasteˇji pouzˇ´ıva´ rˇesˇen´ı numericke´. Pro
urcˇen´ı rˇesˇen´ı te´to u´lohy pouzˇijeme tzv. slabe´ formulace (resp. slabe´ rˇesˇen´ı).
1.2 Slaba´ formulace
Pro odvozen´ı slabe´ho rˇesˇen´ı potrˇebujeme variacˇn´ı formulaci nasˇ´ı u´lohy. Vezmeˇme ob-
last Ω popsanou vy´sˇe a na n´ı prostor 𝑈 = 𝑈(Ω) cozˇ je prostor po cˇa´stech hladky´ch
funkc´ı definovany´ch na Ω takovy´, ktery´ je podprostorem prostoru spojiteˇ diferenco-
vatelny´ch funkc´ı 𝐶1(Ω). Do tohoto prostoru patrˇ´ı slabe´ rˇesˇen´ı u´lohy pruzˇnosti.
Pro prˇeveden´ı vy´sˇe uvedene´ u´lohy na variacˇn´ı formulaci je trˇeba definovat prostor
tzv. testovac´ıch funkc´ı:
𝑉 = {𝑣 ∈ 𝑈 : 𝑣(𝑥) = 0 ∀𝑥 ∈ 𝜕Ω𝐷} . (1.6)
Testovac´ım funkc´ım se take´ rˇ´ıka´ virtua´ln´ı nebo mozˇna´ posunut´ı. U teˇchto funkc´ı
plat´ı na´sleduj´ıc´ı: jestlizˇe u je rˇesˇen´ım okrajove´ u´lohy, potom u+v splnˇuje zadanou
okrajovou podmı´nku Dirichletova typu. Pokud v ∈ 𝑉 , pak plat´ı integra´ln´ı identita
ve tvaru: ∫︁
Ω
(
𝜕𝜏𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑗
(𝑢𝑖) + 𝑓𝑖)𝑣 𝑑𝑥 +
∫︁
𝜕Ω𝑁
(̂︀𝜎𝑖 − 𝜏𝑖𝑗𝑛𝑗)𝑣 𝑑𝑥 = 0 ∀𝑣 ∈ 𝑉. (1.7)
Na prvn´ı cˇa´st prvn´ıho integra´lu rovnosti aplikujeme Greenovu veˇtu, rozep´ıˇseme jed-
notlive´ integra´ly a da´le zjednodusˇ´ıme. Dostaneme:
−
∫︁
Ω
𝜕𝑣
𝜕𝑥𝑗
𝜏𝑖𝑗(𝑢𝑖) 𝑑𝑥 +
∫︁
Ω
𝑓𝑖𝑣 𝑑𝑥 +
∫︁
𝜕Ω𝑁
̂︀𝜎𝑖𝑣 𝑑𝑥 = 0 ∀𝑣 ∈ 𝑉. (1.8)
Tato rovnost je splneˇna pro funkci 𝑢, na kterou klademe mensˇ´ı na´roky, tedy je
jednodusˇsˇ´ı ji naj´ıt. Do rovnosti je trˇeba jesˇteˇ dosadit Hooke˚uv za´kon a vztah pro
Cauchy˚uv tenzor deformace, cˇ´ımzˇ dostaneme vy´slednou integra´ln´ı identitu, ktera´
jizˇ zahrnuje okrajove´ podmı´nky Neumannova typu a je tedy nutne´ prˇedepsat pouze
podmı´nky Dirichletova typu.
Definujme tedy prostor funkc´ı 𝑈𝐷, cozˇ je prostor funkc´ı z 𝑈 takovy´, zˇe tyto funkce
splnˇuj´ı Dirichletovu okrajovou podmı´nku. Potom slabe´ rˇesˇen´ı proble´mu lze popsat
funkc´ı 𝑢 takovou, zˇe patrˇ´ı do prostoru 𝑈𝐷 a za´rovenˇ splnˇuje integra´ln´ı identitu (1.8)
doplneˇnou o Hooke˚uv za´kon a vztah pro Cauchy˚uv tenzor.
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1.3 Kontaktn´ı proble´m
U´loha kontaktu dvou cˇi v´ıce teˇles [2] ma´ stejny´ za´klad jako u´loha pruzˇnosti, pouze
je definova´no v´ıce cˇa´st´ı hranice a t´ım i v´ıce okrajovy´ch podmı´nek. Oznacˇme cˇa´sti
hranice 𝜕Ω𝐷, 𝜕Ω𝑁 a 𝜕Ω𝐶 , cozˇ jsou postupneˇ cˇa´sti hranice s podmı´nkou Dirichletova
typu, podmı´nkou Neumannova typu a posledn´ı cˇa´st hranice je hranice na kontaktu,
tedy ta, kde se oblasti doty´kaj´ı. Rˇesˇ´ıme u´lohu v na´sleduj´ıc´ım tvaru:
𝜕
𝜕𝑥𝑗
𝜏𝑖𝑗(𝑢
𝑙
𝑖) + 𝑓
𝑙
𝑖 = 0 𝑥 ∈ Ω,
𝑢𝑖 = ̂︀𝑢𝑖, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝐷, (1.9)
𝜏𝑖𝑗𝑛𝑗 = ̂︀𝜎𝑖, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝑁 ,
𝑢𝑘𝑛 − 𝑢𝑙𝑛 ≤ 0, 𝜏 𝑘𝑙𝑖𝑗 ≤ 0, (𝑢𝑘𝑖 − 𝑢𝑙𝑖)𝜏 𝑘𝑖𝑗 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω𝐶 ,
kde 𝑢𝑘𝑛 = 𝑢
𝑘
𝑖 𝑛
𝑘
𝑖 , tedy pr˚umeˇt posuvu do smeˇru norma´ly k oblasti, a 𝑢
𝑙
𝑛 = 𝑢
𝑙
𝑖𝑛
𝑘
𝑖 =
−𝑢𝑙𝑖𝑛𝑙𝑖 , indexy 𝑘 a 𝑙 oznacˇuj´ı jednotlive´ oblasti kontaktu.
Slabe´ rˇesˇen´ı te´to u´lohy odvod´ıme stejny´m zp˚usobem jako rˇesˇen´ı u´lohy na pruzˇnost,
kde jsme dostali integra´ln´ı identitu ve tvaru:
𝑎(𝑢, 𝑣) = 𝑏(𝑣) ∀𝑣 ∈ 𝑉, (1.10)
kde 𝑎(𝑢, 𝑣) =
∫︀
Ω
𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙𝑒𝑘𝑙(𝑢
𝑙)𝑒𝑖𝑗(𝑣
𝑙) 𝑑𝑥 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 a 𝑏(𝑣) = ∫︀
Ω
𝑓𝑖𝑣 𝑑𝑥+
∫︀
𝜕Ω𝑁
̂︀𝜎𝑖𝑣 𝑑𝑥 𝑢, 𝑣 ∈
𝑉 .
Meˇjme prostor 𝐾 =
{︀
𝑣 ∈ 𝑉 : 𝑣𝑘(𝑥)− 𝑣𝑙(𝑥) ≤ 0 ∀𝑥 ∈ 𝜕Ω𝐶
}︀
, kde 𝑉 je prostor testo-
vac´ıch funkc´ı. Pak mu˚zˇeme definovat slabe´ rˇesˇen´ı kontaktn´ıho proble´mu na´sledovneˇ:
Rˇekneˇme, zˇe funkce 𝑢 ∈ 𝐾 je rˇesˇen´ım kontaktn´ıho proble´mu, jestlizˇe plat´ı:
𝑎(𝑢, 𝑣 − 𝑢) ≥ 𝑏(𝑣 − 𝑢) ∀𝑣 ∈ 𝐾, (1.11)
kde tvary bilinea´rn´ı formy 𝑎 a linea´rn´ı formy 𝑏 jsou uvedeny vy´sˇe.
Proble´m (1.11) je ekvivalentn´ı proble´mu hleda´n´ı funkce 𝑢 ∈ 𝐾 tak, aby
𝐿(𝑢) = min
𝑣∈𝐾
𝐿(𝑣), (1.12)
kde 𝐿(𝑣) je kvadraticky´ funkciona´l ve tvaru 𝐿(𝑣) = 1
2
𝑎(𝑣, 𝑣)− 𝑏(𝑣).
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Kapitola 2
Metoda konecˇny´ch prvk˚u
Metoda konecˇny´ch prvk˚u (MKP) je numericka´ metoda zalozˇena´ na diskretizaci kon-
tinua´ln´ıho teˇlesa a jemu prˇ´ıslusˇej´ıc´ıho slabe´ho rˇesˇen´ı. Vy´sledkem je tedy numericke´
rˇesˇen´ı p˚uvodneˇ spojite´ho proble´mu.
2.1 Galerkinova metoda
Cely´ rˇesˇeny´ proble´m je trˇeba prˇeve´st z ∞-dimenziona´ln´ıho prostoru do prostoru
konecˇneˇ-dimenziona´ln´ıho, protozˇe jinak by nebylo mozˇne´ rˇesˇit proble´m numericky.
Pro tento prˇevod se pouzˇ´ıva´ neˇkolik metod, nejobecneˇjˇs´ı je Galerkinova metoda
[13]. Princip Galerkinovy metody spocˇ´ıva´ v nalezen´ı prˇiblizˇne´ho rˇesˇen´ı 𝑢𝑁 ∈ 𝑉𝑁
takove´ho, zˇe splnˇuje
𝑎(𝑢𝑁 , 𝑣𝑁) = 𝑏(𝑣𝑁), (2.1)
kde 𝑣𝑁 a 𝑢𝑁 jsou z prostoru 𝑉𝑁 , ktery´ je podprostorem prostoru testovac´ıch funkc´ı 𝑉
a plat´ı, zˇe ba´zi prostoru 𝑉𝑁 tvorˇ´ı prvn´ıch N prvk˚u ba´ze prostoru 𝑉 . Dı´ky vlastnostem
prostoru mu˚zˇeme kazˇdou funkci 𝑣𝑁 ∈ 𝑉𝑁 psa´t jako linea´rn´ı kombinaci ba´zovy´ch
prvk˚u, tedy 𝑣𝑁 =
∑︀𝑁
𝑛=1 𝛼𝑛𝑣𝑛, kde 𝛼𝑛 jsou cˇ´ısla, a da´le take´ plat´ı, zˇe kazˇda´ funkce
𝑣𝑁 lezˇ´ı i v prostoru 𝑉 . Mu˚zˇeme proto psa´t, zˇe prostor 𝑉𝑁 je aproximac´ı prostoru
𝑉 a funkce 𝑢𝑁 je Galerkinovou aproximac´ı hledane´ho rˇesˇen´ı 𝑢. Jelikozˇ rˇesˇen´ı 𝑢𝑁 je
z prostoru 𝑉𝑁 lze jej vyja´drˇit jako linea´rn´ı kombinaci ba´zovy´ch funkc´ı 𝑣𝑁 , tedy ve
tvaru:
𝑢𝑁 =
𝑁∑︁
𝑖=1
𝑥𝑖𝑣𝑖. (2.2)
Da´le pokud dosad´ıme do nasˇ´ı rovnosti za 𝑢𝑁 a za´rovenˇ za 𝑣𝑁 postupneˇ vol´ıme
jednotlive´ ba´zove´ funkce prostoru 𝑉𝑁 dostaneme soustavu linea´rn´ıch algebraicky´ch
rovnic ve tvaru
𝑁∑︁
𝑖=1
𝑥𝑖𝑎(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) = 𝑏(𝑣𝑗) 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁. (2.3)
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Pokud da´le take´ postupneˇ vol´ıme mı´sto libovolny´ch funkc´ı 𝑣𝑗 prˇ´ımo jednotlive´ ba´zove´
funkce prostoru 𝑉𝑁 a tuto rovnost zap´ıˇseme maticoveˇ, dostaneme vy´slednou soustavu
Ax = b, (2.4)
kde 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑁 ] jsou hledane´ nezna´me´, matice A ma´ prvky 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) a
vektor b je vektor pravy´ch stran.
2.2 Metoda konecˇny´ch prvk˚u
Metoda konecˇny´ch prvk˚u je metoda se specia´ln´ı konstrukc´ı ba´zovy´ch funkc´ı v me-
todeˇ Galerkinova typu. Tyto ba´zove´ funkce definujeme na dane´ nas´ıt’ovane´ oblasti.
Nejprve je tedy trˇeba vytvorˇit s´ıt’.
2.2.1 Diskretizace oblasti
Definujme deˇlen´ı nasˇ´ı oblasti Ω na podoblasti, jejichzˇ velikost je omezena parame-
trem h. Pro 2D se jako podoblasti pouzˇ´ıvaj´ı obecneˇ mnohou´heln´ıky, nejcˇasteˇjˇs´ımi
jsou troju´heln´ıky nebo cˇtyrˇu´heln´ıky. Parametr h urcˇuje maxima´ln´ı de´lku hrany. Tyto
podoblasti budeme nazy´vat prvky. Zaved’me deˇlen´ı 𝑆 pomoc´ı troju´heln´ık˚u 𝑇𝑖 na´sle-
dovneˇ
𝑆 = {𝑇𝑖}, (2.5)
kde 𝑇𝑖 = {𝑋𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3} jsou troju´heln´ıky tvorˇene´ 3 body 𝑋𝑗, ktere´ lezˇ´ı v dane´
oblasti a pro ktere´ plat´ı:
∙ dva troju´heln´ıky 𝑇𝑖 a 𝑇𝑗 pro 𝑖 ̸= 𝑗 maj´ı spolecˇnou nejvy´sˇe jednu hranu
∙ sjednocen´ım vsˇech 𝑇𝑖 dostaneme p˚uvodn´ı oblast s polygona´ln´ı hranic´ı (dosta-
neme pouze aproximaci hranice)
∙ vnitrˇky dvou libovolny´ch troju´heln´ık˚u maj´ı pra´zdny´ pr˚unik
Plat´ı, zˇe hranice oblasti je aproximova´na po cˇa´stech stranami jednotlivy´ch troju´hel-
n´ık˚u resp. cˇtyrˇu´heln´ık˚u. Pro celou u´lohu plat´ı, zˇe cˇ´ım jemneˇjˇs´ı deˇlen´ı, tedy mensˇ´ı
parametr h, t´ım prˇesneˇji je aproximova´no klasicke´ rˇesˇen´ı. V te´to pra´ci byla vyuzˇita
diskretizace pomoc´ı troju´heln´ık˚u (viz. obr. 2.2) a pro nejjednodusˇsˇ´ı oblast ve tvaru
obde´ln´ık˚u i pomoc´ı cˇtyrˇu´heln´ık˚u (viz. obr. 2.1).
Jelikozˇ je proble´m rˇesˇen na kontaktu dvou cˇi v´ıce teˇles je trˇeba definovat podobu
diskretizace na kontaktu teˇchto oblast´ı. Pro tuto spolecˇnou cˇa´st hranice mohou
nastat dveˇ mozˇnosti. Bud’ plat´ı,zˇe uzly obou s´ıt´ı 𝑥𝑖 na hranici kontaktu maj´ı spolecˇne´
sourˇadnice, nebo neˇktere´ uzly padnou do hrany troju´heln´ıku z druhe´ s´ıteˇ. Prvn´ı
mozˇnosti se rˇ´ıka´ konformn´ı a druhe´ nekonformn´ı s´ıteˇ. Oba druhy s´ıt´ı jsou zobrazeny
na obra´zku 2.2.
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Obra´zek 2.1: Diskretizace oblasti pomoc´ı cˇtyrˇu´heln´ık˚u
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Obra´zek 2.2: Diskretizace oblasti pomoc´ı troju´heln´ık˚u - prˇ´ıklad konformn´ı vlevo a
nekonformn´ı s´ıteˇ vpravo
2.2.2 Ba´zove´ funkce
Ba´zove´ funkce pro u´lohu vol´ıme tak, aby splnˇovaly na´sleduj´ıc´ı:
∙ byly na kazˇde´m prvku polynomem zvolene´ho stupneˇ
∙ byly nenulove´ na cˇa´sti oblasti (pouze neˇkolik ma´lo prvk˚u), tedy meˇli maly´
nosicˇ
∙ byly linea´rneˇ neza´visle´
∙ meˇli na cele´m prvku urcˇity´ stupenˇ hladkosti (potrˇeba kv˚uli derivaci)
∙ splnˇovali interpolacˇn´ı podmı´nky.
13
Volba ba´zovy´ch funkc´ı za´vis´ı take´ na rˇesˇene´ u´loze, protozˇe pro u´lohu vysˇsˇ´ıho
rˇa´du, tedy u´lohu s rovnic´ı obsahuj´ıc´ı vysˇsˇ´ı derivace, mus´ıme volit stupenˇ polynomu,
tvorˇ´ıc´ıho ba´zove´ funkce tak, aby odpov´ıdal rovnici u´lohy. Tedy naprˇ´ıklad pro u´lohu s
rovnic´ı druhe´ho rˇa´du se obvykle vol´ı linea´rn´ı ba´zove´ funkce, resp. po cˇa´stech linea´rn´ı,
jelikozˇ tyto funkce mus´ı splnˇovat, zˇe maj´ı maly´ nosicˇ.
V te´to pra´ci byly pouzˇity po cˇa´stech linea´rn´ı ba´zove´ funkce, nebot’ ma´me rˇesˇit
rovnici druhe´ho rˇa´du. Tyto funkce splnˇuj´ı na´sleduj´ıc´ı vlastnosti:
∙ jsou linea´rneˇ neza´visle´
∙ na kazˇde´m prvku obsahuj´ıc´ım uzel s´ıteˇ 𝑋𝑛 jsou ve tvaru linea´rn´ıho polynomu
𝑁𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑘𝑥 + 𝑏𝑘𝑦 + 𝑐𝑘
∙ splnˇuj´ı interpolacˇn´ı podmı´nky na troju´heln´ıku 𝑇𝑖 (viz. 2.6)
∙ jsou nenulove´ pouze na troju´heln´ıc´ıch prˇ´ıslusˇej´ıc´ıch uzlu v˚ucˇi ktere´mu jsou
definovane´.
Interpolacˇn´ı podmı´nky pro ba´zovou funkci 𝑣𝑛 definovane´ v˚ucˇi uzlu 𝑋𝑛 jsou ta-
kove´, zˇe
𝑣𝑛(𝑋𝑛) = 1, 𝑣𝑛(𝑋𝑚) = 0 ∀𝑚 ̸= 𝑛. (2.6)
2.2.3 Sestaven´ı matic
Prˇi sestavova´n´ı matice tuhosti a vektoru zat´ızˇen´ı tohoto proble´mu vycha´z´ıme z tvaru
bilinea´rn´ı formy a linea´rn´ı formy popsane´ vy´sˇe. Jednotlive´ prvky matice tuhosti jsou
urcˇeny bilinea´rn´ı formou 𝑎(𝑣𝑖, 𝑣𝑗). Dı´ky specia´ln´ı volbeˇ ba´zovy´ch funkc´ı popsany´ch
vy´sˇe mu˚zˇeme rˇ´ıci, zˇe prvek matice je nenulovy´ pouze tehdy, kdyzˇ ba´zove´ funkce 𝑣𝑖
a 𝑣𝑗 prˇ´ıslusˇej´ı prvk˚um i a j, ktere´ maj´ı spolecˇny´ uzel. Matice tuhosti je cˇtvercova´
matice rˇa´du N, kde N je pocˇet uzl˚u s´ıteˇ. Tato matice je take´ symetricka´, cozˇ vyply´va´
z vlastnost´ı bilinea´rn´ı formy 𝑎(𝑣𝑖, 𝑣𝑗), ktera´ je symetricka´. Da´le je mozˇne´ matici
uvazˇovat jako rˇ´ıdkou, jelikozˇ kazˇdy´ uzel soused´ı jenom s konecˇny´m pocˇtem dalˇs´ıch
uzl˚u.
Celkovou matici tuhosti pro u´lohu kontaktu poskla´da´me z matic tuhosti pro
jednotliva´ teˇlesa. Tato matice vypada´ na´sledovneˇ:
A12 =
[︂
A1 0(2𝑁,2𝑀)
0(2𝑀,2𝑁) A2
]︂
,
kde A1 a A2 jsou matice tuhosti pro teˇlesa a 0 znamena´ nulova´ matice odpov´ı-
daj´ıc´ı velikosti. Jednotlive´ matice tuhosti poskla´da´me z matic spocˇteny´ch vzˇdy pro
prˇ´ıslusˇny´ prvek a na´sledneˇ prˇicˇteny´ch do globa´ln´ı matice. Prvky matice tuhosti pro
element vypocˇteme na´sledovneˇ:
A𝑒 = B𝑇EB, (2.7)
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kde matice B je matice poskla´dana´ z derivac´ı ba´zovy´ch funkc´ı a matice E je matice
koeficient˚u. Teˇmito koeficienty jsou Lame´ho koeficienty 𝜆 a 𝜇, ktere´ jsou urcˇene´ z
Youngova modulu pruzˇnosti 𝐸 a Poissonovy konstanty 𝜈:
𝜆 =
𝐸𝜈
(1 + 𝜈)(1− 2𝜈) 𝜇 =
𝐸
2(1 + 𝜈)
.
Na´sledneˇ je trˇeba matice A𝑒 umı´stit do globa´ln´ı matice tuhosti A. Pro tuto operaci
(jde o prˇicˇ´ıta´n´ı) je trˇeba pouze kontrolovat, aby se jednotlive´ prvky matice A𝑒 prˇicˇetli
na spra´vne´ pozice v globa´ln´ı matici. Toto zajist´ıme pomoc´ı ocˇ´ıslova´n´ı uzl˚u s´ıteˇ. Uzly
ma´me ocˇ´ıslova´ny a matice tuhosti ma´ jednotlive´ rˇa´dky resp. sloupce serˇazeny podle
tohoto cˇ´ıslova´n´ı. T´ım z´ıska´me kontrolu nad prˇicˇ´ıta´n´ım A𝑒. Vyuzˇit´ım cˇ´ıslova´n´ı uzl˚u
prˇiˇrad´ıme jednotlive´ prvky matice A𝑒 do celkove´ matice tuhosti teˇlesa A tak, aby se
hodnoty prˇicˇetly do vsˇech uzl˚u, se ktery´mi se operuje v matici A𝑒. Matici A𝑒 je take´
mozˇne´ si prˇedstavit jako rˇ´ıdkou matici stejne´ velikosti jako A, ktera´ ma´ nenulove´
prvky na mı´stech ovlivneˇny´ch uzl˚u a na zbyly´ch pozic´ıch 0. Pak se da´ prˇicˇten´ı te´to
matice zapsat jako soucˇet matic tedy:
A = A+ A𝑒.
Prvky vektoru pravy´ch stran b jsou vyja´drˇeny pomoc´ı linea´rn´ı formy 𝑏(𝑣) =
∫︀
Ω
𝑓𝑖𝑣 𝑑𝑥+∫︀
𝜕Ω𝑁
̂︀𝜎𝑖𝑣 𝑑𝑥. Jelikozˇ v te´to u´loze prˇedpokla´da´me, zˇe s´ıly nep˚usob´ı uvnitrˇ teˇlesa, ale
pouze na povrchu, v linea´rn´ı formeˇ prvn´ı integra´l nebude hra´t roli (bude nulovy´).
Dalˇs´ı cˇa´st´ı linea´rn´ı formy je integra´l prˇes Neumannovskou cˇa´st hranice. Pokud na´m
p˚usob´ı na teˇleso osameˇla´ s´ıla pouze v bodu, tak jen dosad´ıme na prˇ´ıslusˇnou pozici
v prave´ straneˇ hodnotu zadanou v Neumannovske´ okrajove´ podmı´nce. Pokud na´m
na teˇleso p˚usob´ı spojita´ s´ıla, mus´ıme urcˇit hodnoty vektoru pravy´ch stran, prˇ´ıslusˇ-
ny´ch uzl˚um lezˇ´ıc´ım na Neumannovske´ hranici. Nejjednodusˇsˇ´ım zp˚usobem jak tohoto
doc´ılit je integrovat numericky vzˇdy prˇes danou hranu prvku, ktera´ lezˇ´ı na hranici
s Neumannovskou podmı´nkou. Dalˇs´ım zp˚usobem je aproximovat hodnotu pomoc´ı
na´sleduj´ıc´ıho vzorce:
b𝑒 =
1
2
𝑓‖ℎ‖,
kde 𝑓 je hodnota s´ıly ve strˇedu hrany a ‖ℎ‖ je velikost prˇ´ıslusˇne´ hrany.
Posledn´ı matic´ı, kterou je trˇeba sestavit pro rˇesˇen´ı u´lohy je matice kontaktn´ıch
podmı´nek, zkra´ceneˇ matice kontaktu. Tato matice je obde´ln´ıkova´ a rozmeˇry jsou
da´ny pocˇtem okrajovy´ch podmı´nek na kontaktu a pocˇtem stupnˇ˚u volnosti, tedy
pocˇtem uzl˚u, pro ktere´ nen´ı da´na Dirichletovska´ okrajova´ podmı´nka. Podmı´nka na
kontaktu je da´na ve tvaru:
𝑢𝑘𝑛 − 𝑢𝑙𝑛 ≤ 0,
kde 𝑢𝑘𝑛 = 𝑢
𝑘
𝑖 𝑛
𝑘
𝑖 , tedy pr˚umeˇt posuvu do smeˇru norma´ly k oblasti, a 𝑢
𝑙
𝑛 = 𝑢
𝑙
𝑖𝑛
𝑘
𝑖 =
−𝑢𝑙𝑖𝑛𝑙𝑖. Pokud tedy dosad´ıme za 𝑢𝑘𝑛 a 𝑢𝑙𝑛 dostaneme
𝑢𝑘𝑖 𝑛
𝑘
𝑖 − 𝑢𝑙𝑖𝑛𝑘𝑖 ≤ 0,
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pokud tedy zap´ıˇseme tuto podmı´nku maticoveˇ ma´me
Kx ≤ 0,
kde x je vektor nezna´my´ch 𝑢𝑘𝑖 a 𝑢
𝑙
𝑖 a matice K je rˇ´ıdka´ matice, ktera´ obsahuje
na prˇ´ıslusˇny´ch pozic´ıch slozˇky norma´ly 𝑛𝑘𝑖 (je trˇeba pouze kontrolovat zname´nka).
Pro konformn´ı s´ıteˇ se tato matice poskla´da´ jednodusˇe tak, zˇe se na prˇ´ıslusˇne´ pozice
umı´st´ı slozˇky norma´ly. Pro nekonformn´ı s´ıteˇ je trˇeba urcˇit, kolik ma´me podmı´nek
na kontaktn´ım okraji. Toto za´vis´ı na pocˇtu uzl˚u s´ıteˇ na kontaktn´ı hranici a vol´ı se
vedouc´ı s´ıt’, ktera´ ma´ v´ıce uzl˚u. Kazˇdy´ uzel z vedouc´ı s´ıteˇ se da´ vyja´drˇit jako linea´rn´ı
kombinace uzl˚u z druhe´ s´ıteˇ mezi nimzˇ lezˇ´ı. Tedy oznacˇ´ıme-li uzly vedouc´ı s´ıteˇ 𝑋𝑖 a
uzly druhe´ s´ıteˇ 𝑌𝑖 mu˚zˇeme linea´rn´ı kombinaci zapsat na´sledovneˇ
𝑋𝑖 = 𝛼𝑌𝑘 + (1− 𝛼)𝑌𝑙,
kde 𝑌𝑘𝑌𝑙 je hrana troju´heln´ıka z hrubsˇ´ı s´ıteˇ lezˇ´ıc´ı na kontaktn´ı hranici. V tomto
prˇ´ıpadeˇ je trˇeba do matice kontaktu zahrnou i koeficient 𝛼, abychom dostali vztah
mezi jednotlivy´mi uzly. Matice kontaktu ma´ tedy rozmeˇry pocˇet uzl˚u vedouc´ı s´ıteˇ
kra´t pocˇet stupnˇ˚u volnosti. Opeˇt doplnˇujeme do te´to matice hodnoty pro norma´lu
ovsˇem pro uzly z hrubsˇ´ı s´ıteˇ tuto hodnotu prˇena´sob´ıme koeficientem 𝛼 pro uzel lezˇ´ıc´ı
vlevo od uzlu urcˇuj´ıc´ı podmı´nku nebo (1− 𝛼) pro uzel lezˇ´ıc´ı vpravo.
2.3 Vy´sledna´ soustava
Shrneme-li vsˇechny vy´sˇe popsane´ u´kony, dostaneme vy´slednou soustavu na rˇesˇen´ı
u´lohy pruzˇnosti na kontaktu. Ma´me tedy diskretizovanou u´lohu ve tvaru
Ax = b, Kx ≤ 0, (2.8)
kde nerovnice vyjadrˇuje kontaktn´ı okrajovou podmı´nku.
Rˇesˇen´ı vy´sˇe uvedene´ u´lohy je z´ıska´no prˇeveden´ım na u´lohu kvadraticke´ho pro-
gramova´n´ı, ktere´ minimalizuje kvadratickou formu
min
𝑥
1
2
x𝑇Ax+ b𝑇x, 𝑘𝑑𝑒
⎧⎨⎩
Kx ≤ h
K𝑒𝑞x = h𝑒𝑞
lℎ ≤ x ≤ uℎ
,
kde v prˇ´ıpadeˇ te´to u´lohy budou vyuzˇity pouze nerovnostn´ı podmı´nky ve tvaru
Kx ≤ 0.
Vy´sledkem z´ıskany´m z aplikace kvadraticke´ho programova´n´ı jsou posuvy v jednotli-
vy´ch uzlech vsˇech oblast´ı, se ktery´mi je u´loha prova´deˇna. Pro porovna´n´ı p˚uvodn´ıho
stavu a stavu po vyrˇesˇen´ı kontaktn´ı u´lohy je potrˇeba tyto posuvy prˇicˇ´ıst k p˚uvod-
n´ım sourˇadnic´ım jednotlivy´ch uzl˚u. Podrobneˇji bude cely´ postup probra´n v Kapitole
Realizace a na´zorneˇ uka´za´n v Kapitole Zhodnocen´ı vy´sledk˚u.
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Kapitola 3
Realizace
Tato kapitola se podrobneˇ veˇnuje implementaci rˇesˇene´ u´lohy v prostrˇed´ı MATLAB.
V na´sleduj´ıc´ıch odstavc´ıch budou popsa´ny hlavn´ı cˇa´sti algoritmu a zaj´ımavosti, se
ktery´mi se bylo nutne´ prˇi psan´ı skriptu vyporˇa´dat ([11], [10], [8]).
V neˇktery´ch cˇa´stech implementace byly vyuzˇity funkce prostrˇed´ı MATLAB, ktere´
vy´znamneˇ ulehcˇily tvorbu cele´ho algoritmu. Tyto funkce budou v prˇ´ıslusˇny´ch od-
stavc´ıch zmı´neˇny.
Cela´ kapitola je usporˇa´da´na tak, aby popsala cely´ skript od jeho spusˇteˇn´ı azˇ po
vykreslen´ı vy´sledk˚u. Nejdrˇ´ıve pop´ıˇseme prˇ´ıpravu dat, zejme´na pak geometrii obou
teˇles, okrajove´ podmı´nky a zp˚usob jaky´m je zada´n´ı u´lohy vytva´rˇeno. Da´le zde bude
popsa´no sestavova´n´ı d˚ulezˇity´ch matic a vektor˚u, na ktere´ se na´sledneˇ aplikuj´ı Di-
richletovy s Neumannovy okrajove´ podmı´nky. V neposledn´ı rˇadeˇ pop´ıˇseme matici
kontaktu, jej´ızˇ tvar je podmı´neˇn geometri´ı obou doty´kaj´ıc´ıch se teˇles. Nakonec bude
popsa´no vyrˇesˇen´ı u´lohy na´sledovane´ kra´tky´m shrnut´ım.
3.1 Prˇ´ıprava dat
Promysˇlen´ı proble´mu prˇ´ıpravy dat je velice d˚ulezˇite´, nebot’ mu˚zˇe velmi ovlivnit
strukturu dalˇs´ıch cˇa´st´ı algoritmu. V tomto prˇ´ıpadeˇ bylo vsˇe voleno tak, aby bylo
zada´va´n´ı dat co nejjednodusˇsˇ´ı a umozˇnilo beˇhem kra´tke´ doby vytvorˇit u´lohu s od-
liˇsny´mi teˇlesy i parametry.
3.1.1 Geometrie teˇlesa
V te´to pra´ci jsou pouzˇ´ıva´ny polygona´ln´ı tvary teˇles, proto se pro zada´n´ı geometrie
teˇlesa pouzˇ´ıva´ sada bod˚u, jejichzˇ poloha je definova´na v sourˇadny´ch osa´ch x i y.
Naprˇ´ıklad pro definici teˇles zobrazeny´ch na grafech v obra´zku 2.2 vypada´ definice
geometrie na´sledovneˇ:
geometry(1).x = [0;2;2;0];
geometry(1).y = [1;1;2;2];
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geometry(2).x = [1;3;3;1];
geometry(2).y = [0;0;1;1];.
Jsou tedy postupneˇ zada´ny x-ove´ a y-ove´ sourˇadnice prvn´ıho a druhe´ho teˇlesa. Da´le
je zapotrˇeb´ı definovat spolecˇnou hranici, na ktere´ se obeˇ teˇlesa doty´kaj´ı. Opeˇt je
zada´n´ı rozdeˇleno na jednotlive´ sourˇadnice
geometry(1).edge_x = [1,2];
geometry(1).edge_y = [0.99,1.01]
geometry(2).edge_x = [1,2];
geometry(2).edge_y = [0.99,1.01].
Vy´sˇe uvedene´ hodnoty prˇedstavuj´ı vzˇdy pocˇa´tecˇn´ı a koncovy´ bod oblasti, na ktere´ se
nacha´z´ı spolecˇna´ hranice obou teˇles. V prˇ´ıpadeˇ, zˇe je hranice rovnobeˇzˇna´ s neˇkterou
ze sourˇadny´ch os (v tomto prˇ´ıpadeˇ osa y), je vhodne´ vytvorˇit tuto oblast jako velice
u´zkou oblast namı´sto pouhe´ u´secˇky, aby nedosˇlo k nechteˇne´mu vynecha´n´ı neˇktere´ho
z bod˚u hranice.
Pro dalˇs´ı zpracova´n´ı je nutne´ zadat jesˇteˇ jeden d˚ulezˇity´ parametr uda´vaj´ıc´ı ma-
xima´ln´ı velikost hrany troju´heln´ıku. Parametr se samozrˇejmeˇ uda´va´ pro kazˇde´ teˇleso
zvla´sˇt’, aby se mohlo doc´ılit rˇesˇen´ı proble´mu s konformn´ı i nekonformn´ı s´ıt´ı. Vy´sˇe
uvedeny´ prˇ´ıklad se tedy dopln´ı o dva rˇa´dky (v tomto prˇ´ıpadeˇ se bude jedna o u´lohu
s konformn´ı s´ıt´ı)
geometry(1).tr_size = 0.2;
geometry(2).tr_size = 0.2;.
Pokud na zacˇa´tku pozˇadujeme, aby s´ıteˇ byly ve vy´sledku konformn´ı, je trˇeba zadat
prˇi vytva´rˇen´ı geometrie mimo vrchol˚u oblasti i pocˇa´tecˇn´ı a koncovy´ vrchol hrany na
kontaktu a take´ mı´t s´ıteˇ se stejny´m parametrem maxima´ln´ı velikosti hrany troju´-
heln´ıku. Na toto zada´n´ı se jizˇ mohou aplikovat algoritmy, ktere´ vytvorˇ´ı dekompozici
vstupn´ıch polygon˚u na s´ıteˇ. V pra´ci je vyuzˇ´ıva´na zejme´na troju´heln´ıkova´ s´ıt’, ktera´
je z´ıska´na vyuzˇit´ım funkc´ı, ktere´ nab´ız´ı prostrˇed´ı MATLAB. Konkre´tneˇ se jedna´ o
funkci decsg z bal´ıku PDE Toolbox. Tato funkce prˇevede geometrii objektu na de-
komponovanou geometrii tvorˇenou sadou neprˇekry´vaj´ıc´ıch se oblast´ı. Tato dekompo-
zice slouzˇ´ı jako vstup do funkce initmesh, ktera´ dekomponovanou geometrii prˇevede
na matice p,e,t, ktere´ obsahuj´ı informace o troju´heln´ıkove´ s´ıti. Konkre´tneˇ obsahuj´ı
po rˇadeˇ informace o bodech s´ıteˇ, hranic´ıch teˇlesa a jednotlivy´ch troju´heln´ıc´ıch uvnitrˇ
s´ıteˇ. Vy´sledkem procesu jsou dveˇ troju´heln´ıkove´ s´ıteˇ (viz grafy s troju´heln´ıkovou s´ıt´ı
na obra´zku 2.2).
3.1.2 Okrajove´ podmı´nky
Dalˇs´ı informac´ı, ktera´ je potrˇebna´ k vyrˇesˇen´ı u´lohy kontaktu teˇles jsou Dirichletovy
a Neumannovy okrajove´ podmı´nky uda´vaj´ıc´ı oblast se zadany´mi posuvy a oblast,
kde na teˇleso p˚usob´ı vneˇjˇs´ı s´ıly.
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Zada´va´n´ı Dirichletovy´ch podmı´nek je prova´deˇno podobny´m zp˚usobem jako za-
da´n´ı geometrie. Opeˇt uvazˇujme prˇ´ıklad z obra´zku 2.2 s t´ım, zˇe budou zada´ny dveˇ
nulove´ a jedna nenulova´ okrajova´ podmı´nka.
dirichlet(1).area = [0,0,1,2];
dirichlet(1).value = [0, 0.5];
dirichlet(1).object = 1;
dirichlet(2).area = [3,3,0,1];
dirichlet(2).value = 0;
dirichlet(2).object = 2;
dirichlet(3).area = [0,0,1,1];
dirichlet(3).value = 0
dirichlet(3).object = 1;.
Pro kazˇdou podmı´nku jsou zada´ny trˇi typy u´daj˚u. cˇ´ıslo objektu, ke ktere´mu pod-
mı´nka patrˇ´ı, hodnota podmı´nky a oblast, na ktere´ je podmı´nka zada´na. Oblast je
urcˇena vektorem s prvky, jejichzˇ vy´znam je zleva doprava na´sleduj´ıc´ı
1. 𝑥1 - uda´vaj´ıc´ı x-ovou sourˇadnici pocˇa´tku obde´ln´ıkove´ oblasti,
2. 𝑥2 - uda´vaj´ıc´ı x-ovou sourˇadnici konce obde´ln´ıkove´ oblasti,
3. 𝑦1 - uda´vaj´ıc´ı y-ovou sourˇadnici pocˇa´tku obde´ln´ıkove´ oblasti,
4. 𝑦2 - uda´vaj´ıc´ı y-ovou sourˇadnici konce obde´ln´ıkove´ oblasti.
Hodnota Dirichletovy okrajove´ podmı´nky je v prˇ´ıpadeˇ nulove´ podmı´nky zadana´
jednodusˇe cˇ´ıslem 0. V prˇ´ıpadeˇ nenulove´ podmı´nky se zada´va´ vektor posunu ve smeˇru
𝑥 a 𝑦, jak je patrne´ na podmı´nce 1 ve vy´sˇe uvedene´m prˇ´ıkladu.
V prˇ´ıpadeˇ Neumannovy podmı´nky je zada´n vektor s oblast´ı1, na n´ızˇ bude okra-
jova´ podmı´nka aplikova´na.
neumann = [1,2,2,2];.
V tomto vsˇak nestacˇ´ı zadat pouze cˇa´st hranice, kde p˚usob´ı s´ıly, ale te´zˇ hodnoty
p˚usob´ıc´ı s´ıly v bodech oblasti. Jelikozˇ se jedna´ o zaj´ımavou cˇa´st algoritmu, bude
definic´ı s´ıly veˇnova´na samostatna´ sekce.
3.1.3 Definova´n´ı p˚usob´ıc´ıch sil
Pro modelova´n´ı sil v te´to pra´ci byla vybra´na linea´rn´ı funkce dvou promeˇnny´ch ve
tvaru:
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐,
1Plat´ı stejne´ usporˇa´da´n´ı vektoru jako v prˇ´ıpadeˇ Dirichletovy podmı´nky vy´sˇe.
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kde 𝑥 a 𝑦 jsou sourˇadnice bodu, ve ktere´m je s´ıla pocˇ´ıta´na a 𝑎, 𝑏, 𝑐 jsou koeficienty.
Tato funkce tvorˇ´ı plochu, d´ıky cˇemuzˇ lze modelovat zmeˇny silove´ho p˚usoben´ı v obou
sourˇadny´ch osa´ch.
Prˇi zada´va´n´ı u´lohy je potrˇeba zadat dveˇ takove´ funkce. Jednu pro modelova´n´ı
silove´ho p˚usoben´ı ve smeˇru osy X a druhou pro modelova´n´ı silove´ho p˚usoben´ı v ose
Y. Jelikozˇ by vsˇak nemuselo by´t pro uzˇivatele jednoduche´ zada´vat prˇ´ımo koeficienty
funkce, zada´va´ se namı´sto nich sada trˇ´ı bod˚u a jejich pozˇadovana´ hodnota. Tyto
body mus´ı definovat plochu, to znamena´, zˇe nesmı´ by´t kolinea´rn´ı. V prˇ´ıpadeˇ splneˇn´ı
te´to podmı´nky jsou na´sledneˇ koeficienty linea´rn´ı funkce automaticky dopocˇ´ıta´ny a
je na´sledneˇ mozˇne´ z´ıskat hodnotu te´to funkce v jake´mkoliv bodeˇ na hranici teˇlesa.
Zada´n´ı silove´ho p˚usoben´ı vypada´ na´sledovneˇ
force.x_x = [1 , 2, 2];
force.x_y = [2, 2, 1];
force.x_f = [0, 0, 0];
force.y_x = [1 , 2, 2];
force.y_y = [2, 2, 1];
force.y_f = [1e-4, 1e-5, 1-e5]; .
V prˇ´ıkladu byly definova´ny hodnoty sil v bodech [1, 2], [2, 2] a [2, 1]. V prˇ´ıpadeˇ sil
p˚usob´ıc´ıch ve smeˇru osy X jsou hodnoty nulove´ a proto bude i linea´rn´ı funkce pro
vsˇechny body vracet hodnotu 0. Pu˚soben´ı sil ve smeˇru osy Y je nenulove´ a ze zada´n´ı
je patrne´, zˇe se bude meˇnit vzhledem k ose X a naopak bude vzˇdy konstantn´ı prˇi
zmeˇneˇ sourˇadnice po ose Y.
3.1.4 Tvorba zada´n´ı u´lohy
K dodefinova´n´ı cele´ u´lohy zby´va´ pouze zadat materia´love´ konstanty pro jednotliva´
teˇlesa. V pra´ci jsou naprˇ´ıklad pouzˇity tyto hodnoty
young = 1010 * [0.0021;0.0012]; [𝑃𝑎]
poisson = [0.3; 0.34];,
kde konstanta 1010 je vytknuta´ z Youngova modulu pruzˇnosti kv˚uli omezenosti veli-
kosti cˇ´ısel v pocˇ´ıtacˇi, cˇ´ımzˇ je nutno pocˇ´ıtat s vy´sledky liˇs´ıc´ımi se o tuto konstantu a
stejneˇ tak upravovat velikost s´ıly. Kazˇdy´ rˇa´dek vektoru definuje konstantu pro jedno
teˇleso, je pouze d˚ulezˇite´ zachovat porˇad´ı, ve ktere´m je zada´na geometrie teˇlesa, jinak
by mohlo doj´ıt k prohozen´ı u´daj˚u a tedy vlastnost´ı.
Vy´sˇe uvedene´ hodnoty mohou by´t zada´ny prˇ´ımo v prˇ´ıkazove´ rˇa´dce programu
MATLAB, ovsˇem idea´lneˇjˇs´ı zp˚usob je vytvorˇen´ı m-skriptu, ktery´ bude obsahovat
vsˇechny u´daje a na´sledneˇ zavola´ funkci createProblem2, ktera´ data zpracuje a na´-
sledneˇ vytvorˇ´ı dva soubory kompletneˇ definuj´ıc´ı u´lohu.
2V souborech prˇilozˇeny´ch k te´to pra´ci je mozˇne´ u uka´zkovy´ch zada´n´ı nale´zt m-skript newPro-
blem, ktery´ toto zada´n´ı demonstruje
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Prvn´ı soubor je pojmenova´n dle parametru prˇedane´ho funkci createProblem.
Jedna´ se o automaticky vytvorˇeny´ m-skript, ve ktere´m jsou uvedeny vsˇechny kon-
stanty, okrajove´ podmı´nky a prˇ´ıkaz nacˇ´ıtaj´ıc´ı druhy´ soubor.
Ten je pojmenovany´ zvoleny´m jme´nem, za ktere´ je prˇida´n rˇeteˇzec _bodies.mat.
Tento soubor obsahuje s´ıteˇ jednotlivy´ch oblast´ı a jizˇ vypocˇtene´ parametry funkce
silove´ho p˚usoben´ı.
V hlavn´ım souboru aplikace (pozn. program.m) se pak zada´n´ı u´lohy provede
jednodusˇe. Uvazˇujme, zˇe ve slozˇce s hlavn´ım souborem ma´me slozˇku data, ve ktere´
jsou vygenerovana´ zada´n´ı. Da´le prˇedpokla´dejme, zˇe chceme spustit skript se zada´n´ım
oznacˇeny´m uloha1. Pak tedy zacˇa´tek hlavn´ıho souboru mus´ı obsahovat na´sleduj´ıc´ı
rˇa´dky
cd ./data/;
uloha1;
cd ..;
Skript se tedy prˇesune do slozˇky data, kde zavola´ skript uloha1.m, pak se vra´t´ı zpeˇt
do slozˇky s hlavn´ım souborem a provede vy´pocˇty nad nacˇteny´m zada´n´ım.
3.2 Sestaven´ı matice a vektoru pro u´lohu
Nejveˇtsˇ´ı cˇa´st cele´ho rˇesˇen´ı je veˇnova´na sestaven´ı matice tuhosti a vektoru pravy´ch
stran, tedy soustavy rovnic, jej´ızˇ vyrˇesˇen´ım bude z´ıska´n pozˇadovany´ vy´sledek.
Matice tuhosti A je matice velikosti 2𝑁×2𝑁 , kde N je pocˇet bod˚u v triangulacˇn´ı
(resp. cˇtvercove´) s´ıti. Dvojna´sobna´ velikost matice je potrˇebna´ proto, zˇe kazˇdy´ bod
v s´ıti ma´ dveˇ sourˇadnice a je nutne´ do matice ulozˇit hodnoty pro kazˇdou zvla´sˇt’.
K z´ıska´n´ı matice tuhosti je nutne´ vytvorˇit nejdrˇ´ıve lokalizacˇn´ı matici, ktera´ ma´
rozmeˇry 𝑁 × 6 pro troju´heln´ıkovou s´ıt’ a 𝑁 × 8 pro s´ıt’ cˇtyrˇu´heln´ıkovou. V kazˇde´m
rˇa´dku matice jsou uvedeny cˇ´ısla uzl˚u tvorˇ´ıc´ı jeden troju´heln´ık (resp. cˇtyrˇu´heln´ık),
ktere´ reprezentuj´ı polohu rˇa´dku (resp. sloupce) x-ove´ sourˇadnice tohoto uzlu v matici
tuhosti (resp. vektoru pravy´ch stran). Hodnota y-ove´ sourˇadnice je z´ıska´na na´sle-
dovneˇ
cˇı´slo uzlu + N,
kde N je opeˇt pocˇet uzl˚u v s´ıti.
Vy´pocˇet elementa´rn´ı matice tuhosti A𝑒 pro troju´heln´ıkovy´ element obsahuje neˇ-
kolik krok˚u. Nejdrˇ´ıve se sestav´ı matice B vyjadrˇuj´ıc´ı vztah mezi napeˇt´ım v elementu
a rozlozˇen´ım jeho vrchol˚u. Matice ma´ na´sleduj´ıc´ı tvar
B =
1
2∆
⎡⎣𝑦23 𝑦31 𝑦12 0 0 00 0 0 𝑥32 𝑥13 𝑥21
𝑥32 𝑥13 𝑥21 𝑦23 𝑦31 𝑦12
⎤⎦ ,
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kde 𝑥𝑖𝑗 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 je rozd´ıl prˇ´ıslusˇny´ch x-ovy´ch pozic uzl˚u v troju´heln´ıku a podobneˇ
𝑦𝑖𝑗 = 𝑦𝑖− 𝑦𝑗 je rozd´ıl prˇ´ıslusˇny´ch x-ovy´ch pozic uzl˚u v troju´heln´ıku. Da´le se ve vy´sˇe
uvedene´m vzorci vyskytuje hodnota ∆, ktera´ prˇedstavuje plochu troju´heln´ıku a je
spocˇtena na´sledovneˇ
∆ =
(𝑥2 · 𝑦3 + 𝑥3 · 𝑦1 + 𝑥1 · 𝑦2 − 𝑥2 · 𝑦1 − 𝑥3 · 𝑦2 − 𝑥1 · 𝑦3)
2
; .
T´ım je matice B kompletn´ı. Zby´va´ definovat matici E obsahuj´ıc´ı informace o mate-
ria´lovy´ch konstanta´ch
E =
⎡⎣𝜆 + 2𝜇 𝜆 0𝜆 𝜆 + 2𝜇 0
0 0 𝜇
⎤⎦ ,
vy´znam konstant 𝜆 a 𝜇 je uveden v Kapitole 2.
Loka´ln´ı matice tuhosti pro element je pak z´ıska´na vyna´soben´ım matic na´sledovneˇ
A𝑒 = B𝑇EB.
Takto z´ıskana´ loka´ln´ı matice tuhosti se da´le mus´ı asemblovat do celkove´ matice
tuhosti A na rˇa´dky a sloupce prˇ´ıslusˇej´ıc´ı uzl˚um zpracova´vane´ho troju´heln´ıku. Kon-
kre´tn´ı postup je uveden v prˇilozˇene´m souboru addToStiffnessMatrix.m.
Vektor pravy´ch stran b o rozmeˇrech 2𝑁×1 je vytvorˇen jako vektor samy´ch nul a
je na´sledneˇ dodefinova´n aplikac´ı Neumannovy´ch okrajovy´ch podmı´nek, ktere´ budou
spolecˇneˇ s Dirichletovy´mi okrajovy´mi podmı´nkami popsa´ny v na´sleduj´ı cˇa´sti.
Vy´sˇe uvedeny´ postup plat´ı v prˇ´ıpadeˇ, zˇe rˇesˇ´ıme u´lohu s jednou oblast´ı. V te´to
pra´ci je vsˇak rˇesˇen prˇ´ıpad, kdy bude oblast´ı v´ıce. Pro jednoduchost bude uveden
postup pro dveˇ oblasti.
Necht’ ma´me vytvorˇeny matice tuhosti A1,A2 a k nim prˇ´ıslusˇne´ vektory pravy´ch
stran b1,b2 o rozmeˇrech
A1 . . . 2𝑁 × 2𝑁,
A2 . . . 2𝑀 × 2𝑀,
b1 . . . 2𝑁 × 1,
b2 . . . 2𝑀 × 1.
Matici tuhosti A12 pro obeˇ teˇlesa ma´ tvar
A12 =
[︂
A1 0(2𝑁,2𝑀)
0(2𝑀,2𝑁) A2
]︂
,
kde 0(𝐼,𝐽) je nulova´ matice o rozmeˇrech 𝐼 × 𝐽
Podobny´m zp˚usobem sestav´ıme i vektor pravy´ch stran, ktery´ vznikne spojen´ım
vektor˚u b1 a b2 do jednoho vektoru b12 o rozmeˇrech 2𝑁 + 2𝑀 × 1.
b12 =
[︂
b1
b2
]︂
,
Tento postup lze samozrˇejmeˇ zobecnit pro rˇesˇen´ı u´lohy s vysˇsˇ´ım pocˇtem oblast´ı. V
dalˇs´ıch odstavc´ıch bude vysveˇtlena aplikace Dirichletovy´ch a Neumannovy´ch okra-
jovy´ch podmı´nek.
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3.3 Aplikace okrajovy´ch podmı´nek
Aplikace okrajovy´ch podmı´nek je v te´to pra´ci rozdeˇlena do neˇkolika soubor˚u, jejichzˇ
na´zvy koresponduj´ı s na´zvy okrajovy´ch podmı´nek.
Aplikace Neumannovy okrajove´ podmı´nky vneˇjˇs´ıho silove´ho p˚usoben´ı ovlivn´ı
vektor pravy´ch stran, ktery´ byl do te´to chv´ıle nulovy´ (viz Sestaven´ı matice a vek-
toru pro u´lohu). Postup spocˇ´ıva´ v nalezen´ı vsˇech bod˚u, ktere´ se vyskytuj´ı na hranici
uvnitrˇ zadane´ oblasti.
Ke kazˇde´ dvojici nalezeny´ch soused´ıc´ıch bod˚u na hranici oblasti se vypocˇte hod-
nota prˇ´ıslusˇne´ho rˇa´dku ve vektoru pravy´ch stran b. Vy´pocˇet vypada´ na´sledovneˇ
fe =
1
2
s · ‖v21‖,
kde s je s´ıla v bodeˇ nacha´zej´ıc´ım se mezi dvojic´ı pra´veˇ zpracova´vany´ch bod˚u a v21
je vektor vytvorˇeny´ ze dvojice hranicˇn´ıch bod˚u.
V prˇ´ıpadeˇ Dirichletovy´ch okrajovy´ch podmı´nek je situace slozˇiteˇjˇs´ı, nebot’ je
nutne´ uvazˇovat zvla´sˇt’ postup v prˇ´ıpadeˇ nulove´ a v prˇ´ıpadeˇ nenulove´ podmı´nky.
Aplikace nulove´ podmı´nky spocˇ´ıva´ ve sn´ızˇen´ı dimenze matice tuhosti A a vektoru
pravy´ch stran b. Tedy odstraneˇn´ı rˇa´dk˚u (resp. sloupc˚u) z rˇesˇene´ soustavy. T´ım je
zajiˇsteˇno, zˇe se pozice teˇchto bod˚u vy´pocˇtem nezmeˇn´ı.Proble´m ovsˇem nasta´va´ po
vyrˇesˇen´ı u´lohy, jelikozˇ je potrˇeba nulove´ posuvy vlozˇit do vy´sledku u´lohy na spra´vna´
mı´sta.
Nenulova´ okrajova´ podmı´nka, na rozd´ıl od nulove´, nemeˇn´ı velikost matice tuhosti
A ani vektoru pravy´ch stran b. Namı´sto toho potrˇebne´ rˇa´dky vhodny´m zp˚usobem
upravuje. Obecneˇ je mozˇne´ pouzˇ´ıt v´ıce prˇ´ıstup˚u, ovsˇem v te´to pra´ci byl zvolen
implementacˇneˇ jednodusˇsˇ´ı.
Postup spocˇ´ıva´ v nahrazen´ı rˇa´dek matice A, na´lezˇ´ıc´ıch bod˚um v oblasti p˚uso-
ben´ı okrajove´ podmı´nky, nulovy´m rˇa´dkem s jednicˇkou na diagona´le. Matematicky
zapsa´no
𝑎𝑖𝑗 = 0, 𝑝𝑟𝑜 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡., 𝑗 = 1, . . . , 2𝑁,
𝑎𝑖𝑖 = 1,
kde 𝑎𝑖𝑗 je prvek na pozici (𝑖, 𝑗) v matici tuhosti. Da´le je do vektoru pravy´ch stran
(na stejny´ rˇa´dek jako v matici tuhosti) ulozˇena hodnota posunu zadana´ prˇi definici
u´lohy.
T´ım je aplikace okrajovy´ch podmı´nek kompletn´ı na soustavu jednoho teˇlesa kom-
pletn´ı. Zby´va´ stejny´m zp˚usobem prove´st aplikaci podmı´nek i na druhe´ teˇleso3. V
dalˇs´ı podkapitole je tak jizˇ mozˇne´ prˇistoupit k vytvorˇen´ı matice kontaktu, ktera´
zohlednˇuje vazby mezi oblastmi.
3Obecneˇ na vsˇechny zbyla´ teˇlesa respektive oblasti.
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3.4 Matice kontaktu
Prˇi sestavova´n´ı matice kontaktu K je nutne´ rozeznat dva prˇ´ıpady. S´ıt’ na kontaktu
dvou oblast´ı mu˚zˇe by´t bud’ konformn´ı, nebo nekonformn´ı. Tedy bud’ se uzly s´ıt´ı
prˇekry´vaj´ı a nebo neprˇekry´vaj´ı (viz. Obr 2.2). V prˇ´ıpadeˇ, zˇe by matice kontaktu prˇi
rˇesˇen´ı u´lohy byla sˇpatneˇ sestavena, nebo nebyla k dispozici v˚ubec, pak se u´loha neda´
rˇesˇit. Dosˇlo by totizˇ k tomu, zˇe by nebyl bra´n zrˇetel na vztah oblast´ı na hranici a
mohlo by tak doj´ıt k proniknut´ı jednoho teˇlesa do druhe´ho.
3.4.1 Konformn´ı prˇ´ıpad
MaticeKma´ v tomto prˇ´ıpadeˇ velikost 𝑃×2𝑁+2𝑀 , kde 𝑃 je pocˇet bod˚u na kontaktu
obou oblast´ı. Do kazˇde´ho rˇa´dku matice, na´lezˇ´ıc´ıho vzˇdy kontaktu dvou uzl˚u, se do
sloupc˚u patrˇ´ıc´ıch dany´m uzl˚um prˇiˇrad´ı hodnota norma´ly k hranici oblasti. Prˇiˇrazen´ı
do i-te´ho rˇa´dku mu˚zˇe vypadat naprˇ´ıklad takto :
K(i, u1.x) = normala.x;
K(i, u1.y) = normala.y;
K(i, u2.x) = -normala.x;
K(i, u2.y) = -normala.y;.
Vsˇechny ostatn´ı body matice K maj´ı hodnotu 0. T´ımto je matice prˇipravena k rˇesˇen´ı
u´lohy.
3.4.2 Nekonformn´ı prˇ´ıpad
V prˇ´ıpadeˇ nekonformn´ı s´ıteˇ je sestaven´ı matice slozˇiteˇjˇs´ı. Jelikozˇ pocˇet bod˚u na
spolecˇne´ hranici nemus´ı by´t u obou oblast´ı stejny´, bude i matice mı´t jinou velikost
nezˇ v prˇedchoz´ım prˇ´ıpadeˇ. Konkre´tneˇ se bude velikost liˇsit v posˇtu rˇa´dk˚u. Tedy 𝑃 jizˇ
nebude pocˇet spolecˇny´ch uzl˚u na hranici. Namı´sto toho bude 𝑃 pocˇet uzl˚u hustsˇ´ı s´ıteˇ
na spolecˇne´ hranici. Tuto s´ıt’ nazveme rˇ´ıd´ıc´ı. Sestaven´ı matice je pak do jiste´ mı´ry
podobne´. Take´ je potrˇeba do rˇa´dk˚u jednotlivy´ch bod˚u hustsˇ´ı s´ıteˇ dostat hodnoty,
ktere´ pop´ıˇs´ı kontakt s hranic´ı druhe´ oblasti. Ovsˇem kazˇdy´ bod hustsˇ´ı s´ıteˇ v tomto
prˇ´ıpadeˇ soused´ı s dveˇma uzly s´ıteˇ druhe´ oblasti. Takovy´m uzl˚um se samozrˇejmeˇ neda´
prˇiˇradit cela´ hodnota norma´ly. Postup je takovy´, zˇe se na za´kladeˇ pomeˇru vzda´lenost´ı
mezi rˇ´ıd´ıc´ım uzlem a dveˇma uzly urcˇ´ı dveˇ va´hy, jejichzˇ soucˇet je jednicˇkovy´. Zada´n´ı
hodnot do i-te´ho rˇa´dku mu˚zˇe vypadat takto:
K(i, u1.x) = normala.x;
K(i, u1.y) = normala.y;
K(i, u21.x) = -normala.x*𝛼;
K(i, u21.y) = -normala.y*𝛼;
K(i, u22.x) = -normala.x*(1-𝛼);
K(i, u22.y) = -normala.y*(1-𝛼);.
Po sestaven´ı cele´ matice je mozˇne´ prˇistoupit k samotne´mu rˇesˇen´ı soustavy.
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3.5 Rˇesˇen´ı proble´mu
K rˇesˇen´ı soustavy byla v prˇ´ıpadeˇ te´to pra´ce vyuzˇita funkce quadprog, kterou nab´ız´ı
prˇ´ımo prostrˇed´ı Matlab. Jedna´ se o rˇesˇen´ı proble´mu kvadraticke´ho programova´n´ı.
Tedy hleda´n´ı minima k soustaveˇ zadane´ na´sledovneˇ4
min
𝑥
1
2
x𝑇Hx+ f𝑇x, 𝑘𝑑𝑒
⎧⎨⎩
Ax ≤ b
A𝑒𝑞x = b𝑒𝑞
l𝑏 ≤ x ≤ u𝑏
,
Matice H je v tomto prˇ´ıpadeˇ matice tuhosti A a vektor f je vektor pravy´ch stran b.
Da´le jsou uvedeny nerovnostn´ı a rovnostn´ı podmı´nky pro rˇesˇen´ı u´lohy, ktere´ oznacˇuj´ı
nasˇ´ı podmı´nku na kontaktu (A prˇeznacˇme jako K a vektor b jako b podm).
Konkre´tneˇ je v te´to u´loze zada´na nerovnostn´ı podmı´nka, kde vy´sˇe uvedena´ matice
A je matice kontaktu K a vektor b podm je nulovy´ vektor. Splneˇn´ım te´to podmı´nky
se v podstateˇ pln´ı podmı´nka nepronika´n´ı jednoho teˇlesa do druhe´ho. Vola´n´ı funkce
vypada´ na´sledovneˇ
x = quadprog(A,b,K,b_podm,[],[],[],[],[],options);
Peˇt pra´zdny´ch parametr˚u je ve vola´n´ı funkce proto, zˇe by jinak nebylo mozˇne´ zada´vat
te´zˇ parametr options, ktery´m se ovlivnˇuje nastaven´ı algoritmu. Seznam mozˇny´ch
nastaven´ı je k dispozici v na´poveˇdeˇ k funkci quadprog.
3.6 Zpracova´n´ı vy´sledk˚u
V te´to fa´zi jsou jizˇ k dispozici vy´sledky vyrˇesˇene´ soustavy. Tedy konkre´tneˇ posuny
v jednotlivy´ch bodech. Jak jizˇ bylo zmı´neˇno vy´sˇe, je da´le potrˇeba doplnit nulove´
posuny na mı´sta uzl˚u s nulovou Dirichletovou okrajovou podmı´nkou. Tento postup
nen´ı u´plneˇ trivia´ln´ı, jelikozˇ se rˇa´dky v rˇesˇen´ı soustavy neshoduj´ı s p˚uvodn´ımi cˇ´ısly
uzl˚u v soustaveˇ bez odebrany´ch uzl˚u. Proces prˇida´va´n´ı mus´ı tedy prob´ıhat postupneˇ,
jak je patrne´ na konci prˇilozˇene´ho souboru program.m.
Po doplneˇn´ı je vy´sledek kompletn´ı. Obsahuje posuny ve vsˇech bodech obou ob-
last´ı. Zby´va´ tedy pouze posuny prˇicˇ´ıst k p˚uvodn´ım umı´steˇn´ım bod˚u v s´ıti a s´ıteˇ
vykreslit5. T´ım je cela´ u´loha dokoncˇena a je tedy vhodne´ cely´ postup kra´tce shr-
nout.
3.7 Shrnut´ı
V prˇedchoz´ıch sekc´ıch byly uvedeny zaj´ımave´ cˇa´sti implementace kontaktn´ıho pro-
ble´mu. Nyn´ı tedy zby´va´ zkompletovat cely´ postup a uka´zat v jake´m porˇad´ı jednotlive´
u´kony v algoritmu vystupuj´ı.
4Za´meˇrneˇ je pouzˇito znacˇen´ı z na´poveˇdy k programu Matlab.
5viz n´ızˇe v kapitole Vy´sledky
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1. Prˇ´ıprava zada´n´ı a vygenerova´n´ı dat - Definova´n´ı tvaru a vlastnost´ı jed-
notlivy´ch oblast´ı, p˚usob´ıc´ıch sil a okrajovy´ch podmı´nek. Vygenerova´n´ı dat
pomoc´ı funkce createProblem.
2. Nacˇten´ı vygenerovany´ch dat - Nacˇten´ı vsˇech dat ze dvou vygenerovany´ch
soubor˚u.
3. Sestaven´ı matice tuhosti A𝑖 pro kazˇdou oblast - Vy´pocˇet loka´ln´ıch matic
tuhosti a jejich zarˇazen´ı na spra´vna´ mı´sta v matici tuhosti oblasti.
4. Sestaven´ı vektoru pravy´ch stran bi pro kazˇdou oblast a aplikace Ne-
umannovy okrajove´ podmı´nky - Vytvorˇen´ı nulove´ho vektoru a prˇiˇrazen´ı
nenulovy´ch hodnot k uzl˚um, ve ktery´ch p˚usob´ı s´ıla.
5. Aplikace Dirichletovy nenulove´ okrajove´ podmı´nky - U´prava matice
tuhosti a vektoru pravy´ch stran dle te´to okrajove´ podmı´nky.
6. Aplikace Dirichletovy nulove´ okrajove´ podmı´nky - Vymaza´n´ı rˇa´dek a
sloupc˚u v uzlech s touto okrajovou podmı´nkou.
7. Sestaven´ı celkove´ matice tuhosti A a vektoru pravy´ch stran b - Slou-
cˇen´ı vsˇech matic tuhosti a vektor˚u pravy´ch stran do jedne´ soustavy Ax = b.
8. Sestaven´ı matice kontaktu K - Sestaven´ı matice kontakt˚u mezi jednotli-
vy´mi oblastmi.
9. Vyrˇesˇen´ı u´lohy - zavola´n´ı funkce quadprog, ktera´ vyrˇesˇ´ı soustavu za pod-
mı´nek urcˇeny´ch matic´ı kontaktu K.
Vy´sˇe uvedeny´ vy´cˇet reprezentuje obecny´ algoritmus pro 2 a v´ıce oblast´ı. Podrobnou
implementaci pak lze nale´zt v souborech prˇilozˇeny´ch k pra´ci, zejme´na pak v souboru
program.m.
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Kapitola 4
Zhodnocen´ı vy´sledk˚u
V prˇedchoz´ıch kapitola´ch byla u´loha kontaktn´ıho proble´mu popsa´na z hlediska teo-
reticke´ho a implementacˇn´ıho. Nyn´ı bude implementace proveˇrˇena za pomoc´ı jedno-
duchy´ch experiment˚u, ktere´ budou kla´st d˚uraz na schopnost spolehliveˇ rˇesˇit u´lohu
na za´kladeˇ nastaveny´ch parametr˚u.
Jednotlive´ experimenty jsou provedeny tak, aby se vy´sˇe popsana´ implementace otes-
tovala z hlediska spra´vne´ funkcˇnosti a cˇasove´ na´rocˇnosti vy´pocˇtu. V na´sleduj´ıc´ıch
experimentech bude zkouma´no chova´n´ı cele´ u´lohy prˇi r˚uzne´m nastaven´ı okrajovy´ch
podmı´nek, hustoty s´ıt´ı a silove´ho p˚usoben´ı. V experimentu s r˚uznou hustotou s´ıteˇ
bude uvedena i cˇasova´ na´rocˇnost vy´pocˇtu. Pro kazˇdy´ experiment bude uveden tvar
oblast´ı, okrajove´ podmı´nky a hustota s´ıteˇ. Soucˇa´st´ı da´le budou vy´sledky ve formeˇ
graf˚u, ktere´ jsou vy´stupem skriptu v programove´m prostrˇed´ı MATLAB. Zadane´
parametry budou uva´deˇny ve tvaru:
∙ Dirichletova okrajova´ podmı´nka: [x1,x2,y1,y2] - hodnota, cˇ´ıslo oblasti1
∙ Neumannova okrajova´ podmı´nka: [x1,x2,y1,y2] - hodnota, cˇ´ıslo oblasti,
kde [x1,y1] je pocˇa´tecˇn´ı bod a [x2,y2] je koncovy´ bod cˇa´sti okraje oblasti, na kterou
p˚usob´ı dana´ okrajova´ podmı´nka. Pokud ma´me zada´no v´ıce okrajovy´ch podmı´nek
budou vypsa´ny za sebou. S´ıla, kterou obsahuje Neumannova okrajova´ podmı´nka
je uvazˇova´na vzˇdy spojita´. Pro vy´pocˇet bylo trˇeba vz´ıt v u´vahu i velikost cˇ´ısla v
pocˇ´ıtacˇi. Proto byla z Youngova modulu pruzˇnosti vytknuta konstanta 1010, cˇ´ımzˇ
bylo nutne´ upravit i velikost s´ıly p˚usob´ıc´ı na teˇleso. Zobrazene´ vy´sledky jsou vy´sledky
experiment˚u, kdy uvazˇujeme Young˚uv modul pruzˇnosti veˇtsˇ´ı a s´ılu mensˇ´ı.
4.1 Experiment 1 - cˇtvercova´ s´ıt’
Tento experiment je uka´zkou pouzˇit´ı jine´ho tvaru element˚u v metodeˇ MKP. Jedna´
se o cˇtyrˇu´heln´ıkove´ elementy, ktere´ jsou pouzˇitelne´ pouze v omezene´ mı´ˇre, nebot’
1Oblasti jsou cˇ´ıslova´ny vzestupneˇ zleva doprava a shora dol˚u
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slozˇiteˇjˇs´ı tvary oblast´ı obecneˇ nemu˚zˇeme diskretizovat pouze pomoc´ı cˇtyrˇu´heln´ık˚u.
Z teˇchto d˚uvod˚u bude v dalˇs´ıch experimentech pouzˇita vy´hradneˇ troju´heln´ıkova´ s´ıt’.
Na na´sleduj´ıc´ıch grafech je uka´za´na p˚uvodn´ı s´ıt’ (viz obr. 4.1) a da´le graf s vy´sledky
(viz obr. 4.2) po nastaven´ı na´sleduj´ıch parametr˚u:
∙ Dirichletova okrajova´ podmı´nka: [0,0,1,2] - nulovy´, 1; [3,3,0,1] - nulovy´,2
∙ Neumannova okrajova´ podmı´nka: [1,2,2,2] - konstantn´ı ve smeˇru -y s velikost´ı
1/4 * 10−2, 1
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Obra´zek 4.1: Experiment 1 - vstupn´ı s´ıteˇ
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Obra´zek 4.2: Experiment 1 - vy´sledna´ deformace
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4.2 Experiment 2 - troju´heln´ıkova´ s´ıt’ - r˚uzne´ si-
love´ zat´ızˇen´ı
Tento experiment je proveˇrˇen´ı chova´n´ı u´lohy v za´vislosti na r˚uzne´m silove´m zat´ızˇen´ı.
Vstupn´ı s´ıteˇ jsou uka´za´ny na na´sleduj´ıc´ım grafu (obr. 4.3). S´ıla, pokud nebude uve-
deno jinak, bude p˚usobit vzˇdy na stejne´ cˇa´sti hranice modre´ s´ıteˇ. Konkre´tneˇ bude
Neumannova okrajova´ podmı´nka definovana´ na oblasti [1, 2, 2, 2] s r˚uzny´mi hod-
notami ve smeˇru sourˇadny´ch os x a y. Da´le pro vsˇechny cˇa´sti tohoto experimentu
plat´ı
∙ Dirichletova okrajova´ podmı´nka: [0,0,1,2] - nulovy´, 1; [3,3,0,1] - nulovy´,2
∙ Nastaven´ı maxima´ln´ı velikosti hrany troju´heln´ıku na hodnotu 0.2.
Jednotliva´ nastaven´ı p˚usob´ıc´ıch sil a jim prˇ´ıslusˇne´ vy´sledky budou uvedeny v pod-
kapitola´ch.
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Obra´zek 4.3: Experiment 2 - vstupn´ı s´ıteˇ
4.2.1 Silove´ zat´ızˇen´ı ve smeˇru osy x
Nejdrˇ´ıve bylo nutne´ vyzkousˇet chova´n´ı obou teˇles prˇi silove´m zat´ızˇen´ı pouze ve smeˇru
jedne´ ze sourˇadny´ch os. V tomto prˇ´ıpadeˇ bylo testova´ny reakce prˇi p˚usoben´ı s´ıly o
velikosti 𝑓 = 10−4 N v za´porne´m smeˇru (Obr. 4.5) na hranici [2, 2, 1, 2]. Na obra´zku
4.4 je videˇt sche´ma experimentu.
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Obra´zek 4.5 ukazuje situaci, kdy je na horn´ı teˇleso tlacˇeno v za´porne´m smeˇru osy
x. T´ım se teˇleso deformuje tak, zˇe se odklon´ı od druhe´ho teˇlesa a nedocha´z´ı tak k
zˇa´dne´mu p˚usoben´ı na jejich kontaktu.
Obra´zek 4.4: Experiment 2 - sche´ma
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Obra´zek 4.5: Experiment 2 - silove´ zat´ızˇen´ı ve smeˇru osy x
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4.2.2 Silove´ zat´ızˇen´ı ve smeˇru y
V tomto prˇ´ıpadeˇ je situace podobna´ jako v prˇedchoz´ım odstavci. Je pouzˇita stejna´
s´ıla, pouze bude p˚usobit v za´porne´m (Obr. 4.7) a kladne´m (Obr. 4.8) smeˇru osy y.
Na obra´zku 4.6 je videˇt sche´ma experimentu.
Obra´zek 4.6: Experiment 2 - sche´ma 2
V prvn´ım prˇ´ıpadeˇ je situace naprosto zrˇejma´. Na horn´ı teˇleso je p˚usobeno shora
silou, d´ıky cˇemuzˇ se s´ıla prˇena´sˇ´ı na spodn´ı teˇleso, ktere´ reaguje viditelnou deformac´ı.
Na obra´zku 4.8 je videˇt vy´sledek experimentu, prˇi ktere´m s´ıla p˚usob´ı v kladne´m
smeˇru osy y. S´ıt’ horn´ıho teˇlesa je deformova´na v tomto smeˇru. Na kontaktu obou
teˇles tud´ızˇ nedojde k zˇa´dne´mu prˇenosu sil a spodn´ı teˇleso z˚usta´va´ neovlivneˇno. Vy´sˇe
uvedene´ vy´sledky jsou tedy v souladu s prˇedstavou o chova´n´ı teˇlesa zat´ızˇene´ho vneˇjˇs´ı
silou.
V dalˇs´ıch cˇa´stech tohoto experimentu budou s´ıly p˚usobit ve smeˇru obou dvou
sourˇadny´ch os. Silove´ p˚usoben´ı bude ve smeˇru dane´ osy bud’ konstantn´ı ve vsˇech
bodech nebo se bude urcˇity´m zp˚usobem meˇnit. Takovy´ch silovy´ch p˚usoben´ı se da´
jisteˇ vymyslet bezpocˇet. V dalˇs´ıch odstavc´ıch tak bude uvedeno neˇkolik uka´zkovy´ch
prˇ´ıklad˚u, ze ktery´ch je mozˇne´ vyvodit fakt, zˇe se algoritmus rˇesˇen´ı kontaktn´ı u´lohy
chova´ i v tomto prˇ´ıpadeˇ spra´vneˇ.
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Obra´zek 4.7: Experiment 2 - silove´ zat´ızˇen´ı ve smeˇru osy y - za´porne´
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0
0.5
1
1.5
2
2.5
Obra´zek 4.8: Experiment 2 - silove´ zat´ızˇen´ı ve smeˇru osy y - kladne´
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4.2.3 Silove´ zat´ızˇen´ı v obecne´m smeˇru 1
Nejdrˇ´ıve byla s´ıla p˚usob´ıc´ı na teˇleso zvolena na´sledovneˇ
∙ Konstantn´ı silove´ p˚usoben´ı o velikosti 5 · 10−5 v kladne´m smeˇru osy x
∙ Nekonstantn´ı s´ıla, ktera´ na oblasti p˚usoben´ı ve smeˇru osy x klesa´ z hodnoty
10−4 azˇ k hodnoteˇ 0.
Vy´sledek tohoto nastaven´ı je zobrazen na obra´zku 4.9. Samotny´ obra´zek je podobny´
jako v prˇ´ıpadeˇ p˚usoben´ı s´ıly v za´porne´m smeˇru osy y. Mu˚zˇeme si zde vsˇak po-
vsˇimnout, zˇe na rozd´ıl od vy´sledk˚u na obra´zku 4.7 je horn´ı hrana modre´ s´ıteˇ jinak
tvarovana´, cozˇ zp˚usobuje pra´veˇ p˚usoben´ı s´ıly v kladne´m smeˇru osy x.
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Obra´zek 4.9: Experiment 2 - silove´ p˚usoben´ı za´porne´ konstantn´ı na ose y a kladne´
na ose x
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4.2.4 Silove´ zat´ızˇen´ı v obecne´m smeˇru 2
Posledn´ı uka´zka tohoto experimentu je mı´rneˇ odliˇsna´. S´ıla nyn´ı v ose x p˚usob´ı v
opacˇne´m smeˇru. Konkre´tn´ı nastaven´ı je na´sleduj´ıc´ı:
∙ Konstantn´ı silove´ p˚usoben´ı o velikosti 5 · 10−5 v za´porne´m smeˇru osy x
∙ Nekonstantn´ı s´ıla v za´porne´m smeˇru osy y, ktera´ na oblasti p˚usoben´ı klesa´ ve
smeˇru osy x z hodnoty 10−4 azˇ k hodnoteˇ 2 · 10−5.
Z vy´sledku je videˇt, zˇe se modre´ teˇleso deformuje nejen smeˇrem k cˇervene´mu teˇlesu,
ale take´ se stlacˇuje doleva. Vy´sledna´ deformace cˇervene´ho teˇlesa je d´ıky tomu nizˇsˇ´ı
nezˇ prˇi absenci s´ıly v za´porne´m smeˇru osy x, ktera´ deformac´ı teˇlesa snizˇuje jeho
deformaci v za´porne´m smeˇru osy y.
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Obra´zek 4.10: Experiment 2 - silove´ p˚usoben´ı za´porne´ na ose y a za´porne´ konstantn´ı
na ose x
4.3 Experiment 3 - troju´heln´ıkova´ s´ıt’ - r˚uzna´ hus-
tota s´ıteˇ
V prˇedchoz´ım experimentu byla zkouma´na u´loha z hlediska meˇn´ıc´ı se s´ıly p˚usob´ıc´ı v
u´loze. Tentokra´t se bude zkoumat zmeˇna vy´sledk˚u prˇi zmeˇneˇ hustoty s´ıteˇ, respektive
s´ıt´ı. Jako vstupn´ı data bude pouzˇita stejna´ s´ıt’ jako v Experimentu 2 (viz Obr. 4.3)
Pro vsˇechny cˇa´sti tohoto experimentu bude platit na´sleduj´ıc´ı nastaven´ı:
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∙ Dirichletova okrajova´ podmı´nka: [0,0,1,2] - nulovy´, 1; [3,3,0,1] - nulovy´,2
∙ Neumannova okrajova´ podmı´nka: [1,2,2,2] - konstantn´ı ve smeˇru -y s velikost´ı
5 · 10−5.
Jediny´m meˇn´ıc´ım se parametrem bude maxima´ln´ı velikost hrany prvku, ktera´ se v
programove´m prostrˇed´ı Matlab oznacˇuje hmax.
4.3.1 Zhusˇt’ova´n´ı jedne´ s´ıteˇ
Nejdrˇ´ıve byla zhusˇt’ova´na jen s´ıt’ teˇlesa cˇ´ıslo 2. Byly pouzˇity na´sleduj´ıc´ı prˇ´ıpady
hustoty s´ıteˇ:
∙ hmax druhe´ho teˇlesa = 0,2
∙ hmax druhe´ho teˇlesa = 0,15
∙ hmax druhe´ho teˇlesa = 0,1 (Obr. 4.11).
Zmeˇna hustoty jedne´ s´ıteˇ nema´ vliv na vy´sledky u´lohy, cozˇ bylo vizua´lneˇ oveˇrˇeno.
Jiny´mi slovy neza´lezˇ´ı na hustoteˇ s´ıteˇ, jelikozˇ vy´sledek je na pohled shodny´. Da´
se vsˇak prˇedpokla´dat, zˇe husteˇjˇs´ı s´ıt’ bude znamenat te´zˇ mensˇ´ı chybu zp˚usobenou
diskretizac´ı, tedy aproximac´ı spojite´ho rˇesˇen´ı.
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−0.5
0
0.5
1
1.5
2
Obra´zek 4.11: Experiment 3 - vy´sledek vy´pocˇtu pro maxima´ln´ı velikost troju´heln´ıku
mensˇ´ı s´ıteˇ 0.1
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Tento experiment je vhodny´ na uka´zku za´vislosti cˇasu nutne´ho pro vy´pocˇet na hus-
toteˇ s´ıteˇ respektive s´ıt´ı. Vy´sledkem je pak krˇivka (Obr. 4.12), ktera´ prˇi zhusˇt’ova´n´ı
s´ıteˇ vy´razneˇ roste. To znamena´, zˇe prˇi zhusˇt’ova´n´ı s´ıteˇ se cˇas potrˇebny´ k vy´pocˇtu
vy´razneˇ prodluzˇuje. V tomto prˇ´ıpadeˇ meˇla nejhusteˇjˇs´ı s´ıt’ nastaven parametr hmax
na hodnotu 0.08. Vy´sledkem byl cˇas delˇs´ı nezˇ 26 vterˇin2. Da´ se prˇedpokla´dat, zˇe
pro jesˇteˇ nizˇsˇ´ı hodnoty hmax by se cˇas jizˇ musel pocˇ´ıtat v minuta´ch a sta´val by se
problematicky´ pro rea´lne´ nasazen´ı.
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Obra´zek 4.12: Experiment 3 - meˇrˇen´ı cˇasu potrˇebny´ch k vy´pocˇtu - Zmensˇen´ı jedne´
s´ıteˇ
4.3.2 Zhusˇt’ova´n´ı obou s´ıt´ı
Pro u´plnost je vhodne´ uve´st te´zˇ situaci, kdy budou zmensˇova´ny maxima´ln´ı veli-
kosti prvk˚u obou dvou s´ıt´ı. Nastaven´ı je stejne´ jako v prˇedchoz´ım prˇ´ıpadeˇ, jen jsou
zhusˇt’ova´ny obeˇ s´ıteˇ za´rovenˇ.
∙ hmax = 0,2
∙ hmax = 0,15
∙ hmax = 0,1 (Obr. 4.13).
Opeˇt se vy´sledek u´lohy viditelneˇ nemeˇn´ı, lze tedy prˇedpokla´dat, zˇe implementace
funguje a prova´d´ı vsˇechny operace spra´vneˇ.
2Cˇasy byly z´ıska´ny na pocˇ´ıtacˇi s procesorem Intel Core2Duo 3,33 GHz, 6 GB RAM
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Obra´zek 4.13: Experiment 3 - vy´sledek vy´pocˇtu pro maxima´ln´ı velikost troju´heln´ıku
obou s´ıt´ı 0.1
V tomto prˇ´ıpadeˇ byly take´ zmeˇrˇeny cˇasove´ hodnoty prˇi zhusˇt’ova´n´ı s´ıt´ı. Vy´sledkem
je krˇivka (Obr. 4.14), ktera´ je svy´m tvarem te´meˇrˇ shodna´ s krˇivkou na obra´zku 4.12.
Jediny´ rozd´ıl je v hodnota´ch, ktere´ jsou v prˇ´ıpadeˇ zhusˇt’ova´n´ı obou s´ıt´ı vysˇsˇ´ı, cozˇ je
logicke´, jelikozˇ prˇi zhusˇt’ova´n´ı obou s´ıt´ı roste rozmeˇr matice tuhosti vy´razneˇ rychleji.
Nejvysˇsˇ´ı nameˇrˇenou hodnotou pro hmax = 0,08 je cˇas te´meˇrˇ 83 vterˇin.
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Obra´zek 4.14: Experiment 3 - meˇrˇen´ı cˇasu potrˇebny´ch k vy´pocˇtu - Zmensˇen´ı obou
s´ıt´ı
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4.4 Experiment 4 - troju´heln´ıkova´ s´ıt’ - jine´ umı´s-
teˇn´ı Neumannovy okrajove´ podmı´nky
Na´sleduj´ıc´ı experiment ukazuje zmeˇnu vy´sledku u´lohy prˇi silove´m p˚usoben´ı ve smeˇru
y na jine´ cˇa´sti teˇlesa nezˇ tou bylo v prˇ´ıpadeˇ nastaven´ı na obra´zku 4.7. Neumannova
okrajova´ podmı´nka je nyn´ı definova´na na oblasti [2, 2, 1, 2], se stejnou hodnotou jako
v prˇ´ıpadeˇ vy´sˇe uvedene´ u´lohy v experimentu 2. Vy´sledek je zobrazen na obra´zku 4.15.
Rozd´ıly oproti 4.7 jsou zrˇejme´ zejme´na na horn´ı hraneˇ modre´ s´ıteˇ.
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Obra´zek 4.15: Experiment 4 - vy´sledek prˇi silove´m p˚usoben´ı v jine´ cˇa´sti horn´ıho
teˇlesa
4.5 Experiment 5 - troju´heln´ıkova´ s´ıt’ - jine´ umı´s-
teˇn´ı Dirichletovy okrajove´ podmı´nky
Tento experiment je rovneˇzˇ prˇipraven tak, aby jej bylo mozˇne´ porovnat s obra´zkem
4.7. Nyn´ı je nastaven´ı s´ıly stejne´ jako v prˇ´ıpadeˇ experimentu 2. Rozd´ıl je v umı´steˇn´ı
Dirichletovy okrajove´ podmı´nky, ktera´ je definova´na na spodn´ı hraneˇ cˇervene´ho
teˇlesa, tedy [1, 3, 0, 0] (sche´ma 4.16). T´ım je teˇleso pevneˇ ukotveno proti posunut´ı ve
smeˇru osy y. Prˇi p˚usoben´ı horn´ıho teˇlesa, se pak spodn´ı teˇleso deformuje stlacˇova´n´ım
do sebe. Vy´sledek je zobrazen na obra´zku 4.17.
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Obra´zek 4.16: Experiment 5 - sche´ma
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Obra´zek 4.17: Experiment 5 - vy´sledek prˇi zmeˇneˇ umı´steˇn´ı Dirichletovy okrajove´
podmı´nky v doln´ım teˇlese
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4.6 Experiment 6 - troju´heln´ıkova´ s´ıt’ - uka´zka trˇ´ı
oblast´ı
Tento experiment slouzˇ´ı jako uka´zka u´lohy s v´ıce nezˇ dveˇma oblastmi. Konkre´tneˇ se
jedna´ o dveˇ nastaven´ı trˇ´ı oblast´ı, jejichzˇ vstupn´ı nastaven´ı je zobrazeno na obra´zku
4.18 a sche´matu 4.19.
Vy´sledky budou v tomto prˇ´ıpadeˇ rozdeˇleny na dva prˇ´ıpady. V prvn´ım budou
pouzˇity pouze nulove´ Dirichletovy okrajove´ podmı´nky a ve druhe´m bude uka´za´na i
nenulova´ okrajova´ podmı´nka.
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Obra´zek 4.18: Experiment 6 - Vstupn´ı data
4.6.1 Bez nenulove´ Dirichletovy okrajove´ podmı´nky
Nastaven´ı podmı´nek pro uvedene´ zada´n´ı bylo na´sleduj´ıc´ı
∙ Dirichletova okrajova´ podmı´nka: [0,0,2,3] - nulovy´, 1; [3,3,1,2] - nulovy´,2; [0,0,0,1]
- nulovy´,3
∙ Nastaven´ı maxima´ln´ı velikosti hrany troju´heln´ıku na hodnotu 0.6 , 0.2 a 0,1.
∙ S´ıla p˚usob´ı nekonstantneˇ v za´porne´m smeˇru osy y, prˇicˇemzˇ se hodnota smeˇrem
doprava meˇn´ı z 3 · 10−4 na 0.
Vy´sledky tohoto zada´n´ı jsou uvedeny na obra´zku 4.20. Je patrne´, zˇe vy´sledek
odpov´ıda´ zada´n´ı. S´ıla se prˇena´sˇ´ı z prvn´ıho teˇlesa na druhe´ a z neˇj da´l na trˇet´ı.
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Obra´zek 4.19: Experiment 6 - sche´ma
Teˇlesa pak reaguj´ı na deformaci prvn´ı oblasti a jsou take´ deformova´ny ve stejne´m
smeˇru.
Tento vy´sledek za´rovenˇ ukazuje obecnost implementace, ktera´ je po prˇida´n´ı trˇe-
t´ıho teˇlesa schopna u´lohu spra´vneˇ vyrˇesˇit jako v prˇ´ıpadeˇ dvou oblast´ı.
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Obra´zek 4.20: Experiment 6 - vy´sledek vy´pocˇtu pro trˇi stejne´ obde´ln´ıky
4.6.2 S nenulovou Dirichletovou okrajovou podmı´nkou
V te´to uka´zce bude nastaven´ı cele´ u´lohy podobne´, jedina´ zmeˇna se bude ty´kat vy´-
meˇny nulove´ podmı´nky na prostrˇedn´ı oblasti za nenulovou. Konkre´tn´ı nastaven´ı je
na´sleduj´ıc´ı:
∙ Dirichletova okrajova´ podmı´nka: [0,0,2,3] - nulovy´, 1; [3,3,1,2] : -0,08 v x a 0
v y, 2; [0,0,0,1] - nulovy´, 3
∙ Nastaven´ı maxima´ln´ı velikosti hrany troju´heln´ıku na hodnotu 0.6 , 0.2 a 0,1.
∙ S´ıla p˚usob´ı nekonstantneˇ v za´porne´m smeˇru osy y, prˇicˇemzˇ se hodnota smeˇrem
doprava meˇn´ı z 3 · 10−4 na 0.
Na vy´sledc´ıch je videˇt efekt, ktery´ nenulova´ Dirichletova okrajova´ podmı´nka
zp˚usob´ı. V prˇ´ıpadeˇ obra´zku 4.21 je prostrˇedn´ı oblast posunuta doleva, cozˇ je jedina´
viditelna´ zmeˇna oproti vy´sledk˚um na obra´zku 4.20.
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Obra´zek 4.21: Experiment 6 - vy´sledek vy´pocˇtu pro trˇi stejne´ obde´ln´ıky - nenulova´
Dirichletova okrajova´ podmı´nka
4.7 Experiment 7 - troju´heln´ıkova´ s´ıt’ - uka´zka
jine´ho tvaru oblast´ı
Tento experiment slouzˇ´ı jako uka´zka rˇesˇen´ı u´lohy na jine´m tvaru oblast´ı. Pro testy
byly zvolena sada oblast´ı, ktera´ je zobrazeny na obra´zku 4.22.
Tato dvojice oblast´ı byla inspirova´na tvarem kl´ınu a upevneˇne´ho nosn´ıku, do
ktere´ho jej zara´zˇ´ıme. Pro u´cˇely vy´pocˇtu byl kl´ın upevneˇn na nosn´ık ktery´ se s n´ım
ohy´ba´. Byly zvoleny na´sleduj´ıc´ı okrajove´ podmı´nky:
∙ Dirichletova okrajova´ podmı´nka: [0,0,3,4] - nulovy´, 1; [0,0,1
2
,3
2
] - nulovy´, 2;
[5,5,1
2
,3
2
] - nulovy´, 2
∙ Neumannova okrajova´ podmı´nka: [2.5,3.5,4,4] - konstantn´ı ve smeˇru -y s veli-
kost´ı 2 · 10−5.
Na obra´zku 4.23 je videˇt vy´sledek experimentu. Je zrˇejme´, zˇe pokud bychom
p˚usobili na kl´ın veˇtsˇ´ı silou meˇlo by doj´ıt k roztrzˇen´ı nosn´ıku na dva d´ıly, tedy nosn´ık
by meˇl prasknout. Vy´sledky na´m zobrazuj´ı pouze prohnut´ı a to z d˚uvodu velikosti
p˚usob´ıc´ı s´ıly a faktu, zˇe v te´to pra´ci nen´ı mozˇnost roztrzˇen´ı teˇlesa bra´na v u´vahu.
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Obra´zek 4.22: Experiment 7 - Vstupn´ı data
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Obra´zek 4.23: Experiment 7 - vy´sledek u´lohy s kl´ınem a upevneˇny´m nosn´ıkem.
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Kapitola 5
Za´veˇr
Tato pra´ce se veˇnovala rˇesˇen´ı kontaktn´ıho proble´mu pruzˇny´ch teˇles ve dvourozmeˇr-
ne´m prostoru pomoc´ı metody konecˇny´ch prvk˚u. Proble´m a metoda byly nejprve
po nastudova´n´ı n´ızˇe uvedene´ literatury popsa´ny teoreticky a pote´ implementova´ny
prakticky v programove´m prostrˇed´ı MathWorks Matlab.
Na vy´sledc´ıch bylo uka´za´no, zˇe implementace u´lohy pomoc´ı metody konecˇny´ch
prvk˚u funguje spolehliveˇ a je schopna´ se vyporˇa´dat s r˚uzny´m zada´n´ım okrajovy´ch
podmı´nek, r˚uznou geometri´ı teˇles i se zmeˇnami v hustota´ch triangulovane´ s´ıteˇ.
Konkre´tneˇ je na za´kladeˇ vy´sledk˚u mozˇne´ prohla´sit, zˇe zmeˇna hustoty neˇktere´ ze
s´ıt´ı nezmeˇn´ı viditelneˇ vy´sledky u´lohy. Samozrˇejmeˇ se da´ prˇedpokla´dat, zˇe se zhusˇteˇ-
n´ım s´ıteˇ redukuje chyba vznikaj´ıc´ı diskretizac´ı na troju´hlen´ıkove´ prvky. Na druhou
stranu se d´ıky mozˇnosti s´ıt’ zrˇedit prˇi zachova´n´ı dostatecˇneˇ prˇesny´ch vy´sledk˚u mohou
vy´znamneˇ sn´ızˇit vy´pocˇetn´ı na´roky cele´ u´lohy. Pra´veˇ vy´pocˇetn´ı na´rocˇnost se mu˚zˇe
pro huste´ s´ıteˇ sta´t nemaly´m proble´mem, cozˇ bylo uka´za´no v grafech na obra´zkc´ıch
4.12 a 4.14, ktere´ jasneˇ dokazuj´ı, zˇe prˇi volbeˇ velmi huste´ s´ıteˇ se mu˚zˇe cˇas potrˇebny´
na vy´pocˇet vy´razneˇ prodlouzˇit.
Geometrie teˇles na vy´sledky u´lohy vliv ma´, nebot’ jiny´ tvar teˇlesa uzˇ sa´m o sobeˇ
ukazuje na fakt, zˇe rˇesˇena´ u´loha nen´ı stejna´. Ovsˇem schopnost implementace rˇesˇit
proble´m pro obecnou geometrii oblast´ı je jednoznacˇna´ vy´hoda, ktera´ umozˇn´ı rˇesˇit
ve dvourozmeˇrne´m prostoru u´lohy, ktere´ jsou zobecneˇn´ım skutecˇny´ch fyzika´ln´ıch
proble´mu˚, jako prˇ´ıklad mu˚zˇe slouzˇit vy´sledek na obra´zku 4.23, ktery´ je mozˇne´ cha´pat
jako pr˚uhyb nosn´ıku ukotvene´ho na obou konc´ıch prˇi p˚usoben´ı s´ıly shora. Jiny´mi
slovy se mu˚zˇe jednat o zjednodusˇen´ı u´lohy pro simulaci pr˚uhybu mostu prˇi urcˇite´m
zat´ızˇen´ı.
Nastaven´ı okrajovy´ch podmı´nek, je v implementaci rˇesˇeno zada´n´ım u´seku hranice
a prˇ´ıslusˇnou hodnotou. Dı´ky tomu je mozˇne´ rˇesˇit kontaktn´ı proble´m urcˇity´ch teˇles prˇi
r˚uzny´ch silovy´ch zat´ızˇen´ıch a prˇi definova´n´ı r˚uzny´ch posuv˚u. Je tak mozˇne´ simulovat
mnoho rozlicˇny´ch situac´ı, ktere´ by v rea´lne´m prostrˇed´ı mohly nastat. Jako prˇ´ıklad
mu˚zˇeme opeˇt uve´st obra´zek 4.23, kde by se mohlo silou p˚usobit na r˚uzny´ch mı´stech,
prˇicˇemzˇ by bylo mozˇne´ zjiˇst’ovat jak se mostn´ı konstrukce zachova´. Dalˇs´ı mozˇnost´ı
by bylo definova´n´ı Dirichletovy okrajove´ podmı´nky i na spodn´ı cˇa´sti druhe´ho teˇlesa.
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T´ım by se u´loha zmeˇnila a mohlo by se jednat o simulaci u´cˇinku zat´ızˇen´ı vozovky
na´kladn´ım automobilem.
Cela´ u´loha kontaktn´ıho proble´mu ve dvourozmeˇrne´m prostoru je tedy v pra´ci
kompletneˇ prostudova´na a implementova´na, cˇ´ımzˇ byly splneˇny c´ıle pra´ce. Nezna-
mena´ to ovsˇem, zˇe by se na tuto pra´ci nemohlo da´le nava´zat a rozsˇiˇrovat jej´ı vy´-
sledky. Vzˇdy se nab´ız´ı naprˇ´ıklad zobecneˇn´ı proble´mu pro u´lohy rˇesˇene´ v trojrozmeˇr-
ne´m prostoru, pouzˇit´ı jine´ho modelu silove´ho p˚usoben´ı namı´sto zde pouzˇite´ linea´rn´ı
funkce dvou promeˇnny´ch, nebo naprˇ´ıklad do u´lohy zakomponovat jine´ druhy prvk˚u,
na ktere´ jsou teˇlesa diskretizova´na. I bez teˇchto zmeˇn se vsˇak vy´sledky te´to pra´ce
daj´ı pouzˇ´ıt v mnoha zjednodusˇeny´ch u´loha´ch, ktere´ pak mohou slouzˇit jako prvotn´ı
modelovy´ prˇ´ıklad pro dalˇs´ı vy´zkum.
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Prˇ´ıloha
Obsah prˇilozˇene´ho CD
Na CD prˇilozˇene´m k pra´ci jsou k dipozici vsˇechny materia´ly spojene´ s prac´ı. Od
zdrojove´ ko´d˚u, prˇes zada´n´ı jednotlivy´ch experiment˚u azˇ po elektronickou verzi di-
plomove´ pra´ce pra´ce. Prˇilozˇene´ CD ma´ na´sleduj´ıc´ı strukturu:
∙ Elektronicka´ verze Diplomove´ pra´ce
– DiplomovaPrace.pdf
– PDF vygenerovany´ch obra´zk˚u z diplomove´ pra´ce
∙ Experimenty
– Zada´n´ı jednotlivy´ch experiment˚u ve formeˇ Matlab skript˚u.
– Soubor cti me.txt
∙ Zdrojove´ ko´dy aplikac´ı
– Zdrojovy´ ko´d implementace pro 2 teˇlesa
– Zdrojovy´ ko´d implementace pro 3 teˇlesa
– Zdrojovy´ ko´d s uka´zkou rˇesˇen´ı pomoc´ı obde´ln´ıkove´ s´ıteˇ
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